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”Do not worry about your difficulties in mathematics ;
I can assure you that mine are still greater.”
Albert Einstein.
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Introduction
Globalement, on peut conside´rer que le monde de la physique est au-
jourd’hui coupe´ en deux. Les the´ories de´crivant les mondes de l’« infiniment
grand » et de l’« infiniment petit » ne paraissent pas compatibles. Ce constat
est une dure e´preuve pour tous les physiciens the´oriciens reˆvant d’une simple
et magnifique the´orie du tout unifiant les quatre inte´ractions fondamentales.
D’un cote´, on trouve l’une des the´ories les plus esthe´tiques de la physique
actuelle, la relativite´ ge´ne´rale. Elle nous permet de de´crire la dynamique
de l’univers de fac¸on extreˆmement simple et efficace. A. Einstein [1] nous
apprend que la masse d’un objet influe sur tout ce qui l’entoure et que celui-
ci courbe l’espace proche. Une excellente image est celle d’une surface, ima-
ginons un drap parfaitement tendu, sur laquelle sont de´pose´es des billes de
diffe´rentes tailles et masses. Le poids de ces billes et leur forme vont donc
faire ployer le tissu, non pas juste au point de contact, mais aussi dans son
voisinage. Tout objet se de´plac¸ant sur cette surface suit alors, pour joindre
deux points, non plus une ligne droite, mais le chemin du moindre effort, les
ge´ode´siques.
De l’autre cote´ se regroupent les trois autres forces fondamentales, visibles
a` l’e´chelle des constituants e´le´mentaires de la matie`re, les forces forte, faible et
e´lectromagne´tique. Depuis plusieurs de´cennies, ces trois forces sont elles aussi
formule´es e´le´gamment sous la forme de the´ories de jauge [2]. Ces formalismes
utilisant la ge´ome´trie diffe´rentielle, tout comme la the´orie de la relativite´
ge´ne´rale, permettent de les de´finir graˆce a` leurs proprie´te´s de syme´trie, encore
appele´es invariance de jauge. Ceci nous permet alors de de´finir dans les cas
classiques (ou` seule la force e´lectromagne´tique est pertinente) comme dans
les cas quantiques l’action de ces forces.
Tout un chacun pourrait alors penser que l’inade´quation entre ces the´ories
est due au fait que, soit la relativite´ ge´ne´rale, soit la the´orie quantique des
champs sont de mauvais mode`les the´oriques. Malheureusement, du moins
pour les the´oriciens, les comparaisons entre re´sultats expe´rimentaux et pre´-
dictions sont en accord quasi parfait. On peut citer, comme exemple, l’e´lec-
trodynamique quantique (ou QED) permettant une ade´quation quasi par-
5
6faite entre la valeur expe´rimentale et la valeur the´orique du facteur (g − 2)
e´lectronique [3], ou encore l’excellente fiabilite´ des me´moires nume´riques type
« me´moire flash » fonctionnant sur le principe de l’effet tunnel. En faveur
de la relativite´ ge´ne´rale, il y a bien suˆr un objet technologique que beau-
coup utilisent aujourd’hui, le Global Positionning System (GPS) capable de
de´terminer, graˆce a` des satellites, notre position a` la dizaine de me`tres pre`s
pour les plus perfectionne´s. Le seul point de concordance de ces the´ories sem-
ble donc eˆtre l’excellent accord entre les pre´dictions et l’expe´rience.
Le de´veloppement de la physique des particules montre que les the´ories de
jauge peuvent eˆtre parfaitement comprises dans le formalisme ge´ome´trique
des the´ories de type de Yang-Mills. Dans ces the´ories de jauge, ce sont
les syme´tries internes du syste`me e´tudie´ qui interviennent, et non pas les
syme´tries de l’espace-temps. Les champs de jauge trouvent alors le statut de
1-forme locale de connexion sur un fibre´ principal. Il existe alors plusieurs
outils pour faire le lien entre les the´ories classiques et leurs versions quan-
tiques. Les plus usite´s font appel a` des me´thodes de ge´ome´trie diffe´rentielle.
On cherche alors a` mettre en relation univoque les observables classiques,
de´finies comme des applications entre la varie´te´ de base et l’espace des fonc-
tions, et leurs correspondants quantiques, des ope´rateurs agissant sur un
espace de Hilbert. L’utilisation de la ge´ome´trie diffe´rentielle permet ainsi de
s’assurer de la pertinence de chaque e´tape de quantification.
Une voie de re´solution du proble`me entre la me´canique quantique et la
the´orie de la relativite´ ge´ne´rale peut donc eˆtre la formulation de celle-ci en
termes d’une the´orie de jauge quantifiable. La litte´rature actuelle pre´sente
de nombreux exemples permettant cette formulation. He´las, certaines con-
duisent au fait que tous les e´venements de l’univers sont e´quivalents de
jauge [4, 5]. Il n’y aurait donc pas d’e´volution temporelle dans le sens ou`
nous l’entendons actuellement. D’autres the´ories pre´sentent des champs de
jauge relatifs a` la gravitation d’un genre tout a` fait diffe´rent des autres [6,7],
interdisant le couplage et donc l’interaction entre la force gravitationnelle et
les trois autres forces fondamentales.
Le but de ce travail de the`se est la pre´sentation d’un nouvel outil per-
mettant d’exprimer l’action infinite´simale de certains diffe´omorphismes, i.e.
les transformations de syme´trie de la relativite´ ge´ne´rale, comme des trans-
formations de jauge infinite´simales. Il pourrait ainsi eˆtre permis de de´finir la
the´orie de la relativite´ ge´ne´rale comme une the´orie de jauge semblable aux
autres et son couplage avec les forces e´lectromagne´tique, forte et faible en
serait facilite´. Nous nous sommes donc attache´s a` l’utilisation de syste`mes
de coordonne´es locales, permettant de de´finir des outils directement compre´-
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importance particulie`re a` la mise en place d’un dictionnaire entre les for-
malismes pre´sents dans la litte´rature mathe´matique et un formalisme plus
ade´quate pour la physique. Par la meˆme occasion, les outils de ge´ome´trie
diffe´rentielle pre´sente´s dans cette the`se permettent de lever certaines zones
d’ombre dans le travail effectue´ par l’e´quipe « syme´trie et physique » du Cen-
tre de Physique The´orique au milieu des anne´es 90 [8]. Plus important, la
notion de connexion de Cartan sur le fibre´ des repe`res d’ordre 2 a permis
de re´soudre un proble`me ouvert depuis une vingtaine d’anne´es, originelle-
ment formule´ par A.M. Polyakov [9] qui obtient formellement l’action de
diffe´omorphismes (syme´trie de l’espace-temps) a` partir d’une transformation
de jauge (syme´trie interne).
Le premier chapitre de cette the`se est consacre´ a` la pre´sentation de´taille´e
des outils ge´ome´triques que nous utilisons. Tout d’abord, l’espace des k-
repe`res de torsion nulle, un fibre´ principal muni d’un groupe de stucture par-
ticulier, le groupe diffe´rentiel d’ordre k. Ensuite, d’une fac¸on inde´pendante,
un type de connexion suscitant un regain d’inte´reˆt en physique [10–12], la
notion de connexion de Cartan sur un fibre´ principal. Ces connexions cre´ent
un isomorphisme entre l’espace tangent du fibre´ et l’alge`bre de Lie d’un
groupe contenant le groupe de structure du fibre´. Afin de retrouver le cadre
habituel des the´ories de jauge de type Yang-Mills, nous explicitons le lien en-
tre les connexions de Cartan et les connexions de Ehresmann, de´nomination
mathe´matique de la notion de connexion usuellement employe´e en the´orie de
jauge de type Yang-Mills.
Le second chapitre aborde les notions de G-structures projective et con-
forme comme re´ductions du fibre´ des 2-repe`res en sous-fibre´ principaux.
La construction d’une connexion de Cartan sur ces G-structures est alors
pre´sente´e. Le point technique important, au regard du physicien, est le cal-
cul des expressions locales de la 1-forme de connexion de Cartan. Il est ef-
fectue´ en de´tail sur chacune de ces G-structures. Tout particulie`rement, le
choix d’une section-repe`re (ou choix de jauge) projective ou conforme per-
met de calculer les symboles de la connexion, ge´ne´ralisation des symboles
de Christoffel [13]. Dans ce choix de jauge, les connexions de Cartan pro-
jective et conforme sont alors parame´tre´es par un 1-cocycle du groupe des
diffe´omorphismes de l’espace-temps a` valeur dans les tenseurs syme´triques
d’ordre 2, possible ge´ne´ralisation en dimension arbitraire de la de´rive´e de
Schwarz.
Graˆce au lien entre connexion de Ehresmann et connexion de Cartan, il est
naturel de transposer l’utilisation d’alge`bre diffe´rentielle des the´ories de jauge
aux connexions de Cartan. Dans le dernier chapitre, nous exposons, dans le
8formalisme de BRS, de´veloppe´ par C. Becchi, A. Rouet et R. Stora, prix
Daniel Heinemann 2009, une the´orie de jauge s’appliquant a` la connexion de
Cartan. Cette alge`bre nous permet de retrouver, dans le cas unidimensionel,
une the´orie de jauge reproduisant l’action infinite´simale des diffe´omorphismes
[9,14]. De plus, la ge´ne´ralite´ du traitement permet d’e´laborer la structure de
BRS en dimension arbitraire pour les deux G-structures e´tudie´es.
Chapitre 1
Fibre´ des k-repe`res et
Connexion de Cartan
A` l’heure actuelle, les the´ories physiques peuvent, en majorite´, eˆtre trai-
te´es syste´matiquement graˆce a` l’utilisation de la ge´ome´trie diffe´rentielle. Cet
outil mathe´matique puissant permet d’associer a` chaque observable un « ob-
jet » ge´ome´trique. Par exemple, a` un hamiltonien sont associe´s des champs
de vecteurs de´crivant la dynamique, les champs de jauge sont eux de´crits par
les composantes d’une connexion, etc. . De plus, graˆce a` la possible prise en
compte de contraintes, les syme´tries du syste`me physique e´tudie´ sont directe-
ment inte´gre´es dans l’espace choisi pour mode`le.
Ce premier chapitre pre´sente, en premier lieu, l’espace sur lequel nous
travaillerons par la suite, l’espace des k-repe`res ge´ne´raux. Cet espace est une
ge´ne´ralisation d’un espace e´tudie´ par C. Ehresmann ( [15] et re´f. lie´es), puis
repris par [16] dans un langage plus moderne.
Dans un second temps, nous de´finirons l’objet ge´ome´trique principal de
notre travail, la connexion de Cartan. La notion de connexion de Cartan est
de´finie par E. Cartan lui-meˆme [17] comme une ge´ne´ralisation des connexions
affines propose´es par H. Weyl [18]. Nous verrons, a` la fin de ce chapitre, com-
ment relier la notion de connexion de Cartan avec la notion, plus standard,
de connexion de Ehresmann de´finie sur un fibre´ principal.
1.1 Les k-repe`res ge´ne´raux
Un repe`re est un ensemble de vecteurs line´airement inde´pendants, formant
une base d’un espace vectoriel. Il permet ainsi de mesurer cet espace en le
munissant, via les composantes de ce repe`re, d’un syste`me de coordonne´es.
Rappelons que l’espace tangent en un point x d’une varie´te´ quelconque M ,
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note´ TxM , est lui-meˆme un espace vectoriel. La notion de repe`re peut donc
eˆtre ge´ne´ralise´e en de´finissant un repe`re en un point x ∈M comme e´tant un
repe`re de TxM .
Conside´rons deux repe`res diffe´rents en un meˆme point x ∈ M . Il est
possible de les relier graˆce a` l’action a` droite simplement transitive1 d’un
unique e´le´ment du groupe line´aire GLn(R). L’ensemble des repe`res au-dessus
d’un point x, note´ LxM , est donc home´omorphe a` GLn(R) [19]. L’ensemble
de tous les repe`res (line´aires) d’une varie´te´ M :
LM =
⋃
x∈M
LxM,
forme alors un fibre´ principal au-dessus de M de groupe structural GLn(R).
Sur le fibre´ LM , conside´re´ comme une varie´te´, il est alors possible de
construire le fibre´ des repe`res line´aires au-dessus de LM , note´ L(LM). Il
s’agit alors du fibre´ des 2-repe`res line´aires au-dessus de M . Par re´currence,
on peut ainsi construire le fibre´ de k-repe`res line´aires [20]. Cependant, dans
le cadre de notre e´tude, nous utiliserons une de´finition le´ge`rement plus res-
trictive du fibre´ des repe`res line´aires au-dessus d’une varie´te´ admettant une
ge´ne´ralisation plus adapte´e au traitement local, ne´cessaire en physique.
Dans cette optique, nous emploierons la de´finition des repe`res de torsion
nulle essentiellement utilise´e par l’e´cole japonaise [13, 16, 21, 22], mais aussi
par [23].
1.1.1 Des 1-jets aux 1-repe`res
Les 1-jets
Soient M et N deux varie´te´s de dimension n munie des syste`mes de
coordonne´es locales respectifs{xα}α=1...n et {x
µ}µ=1...n, et un diffe´omorphisme
local φ : M → N , de´fini au voisinage d’un point x0 ∈M . Le 1-jet en ce point
x0 ∈M du diffe´omorphisme local φ est de´fini comme la classe d’e´quivalence
de φ :
j1x0(φ) :=
{
f ∈ Diff(M,N)
∣∣∣∣f(x0) = φ(x0), ∂fµ∂xα
∣∣∣∣
x0
=
∂φµ
∂xα
∣∣∣∣
x0
}
.
L’ensemble j1x0(φ) est donc l’ensemble des diffe´omorphismes locaux de M
dans N ayant le meˆme de´veloppement de Taylor que le diffe´omorphisme
1Si on choisit un repe`re quelconque comme re´fe´rence, note´ e, tous les autres repe`res
au meˆme point pourront eˆtre de´finis graˆce a` un unique e´lement g ∈ GLn(R) : e
′ = e · g.
Re´ciproquement, tout repe`re e′ de´termine un unique e´lement g ∈ GLn(R) tel que e
′ = e ·g.
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local φ, au premier ordre en x0 ∈M . Soit
J1(M,N) = {j1x0(φ)|φ ∈ Diff(M,N), x0 ∈M},
l’ensemble de tous les 1-jets des diffe´omorphismes locaux de M dans N . Cet
ensemble est un espace fibre´ [24] au-dessus deM dont la projection canonique
π˜ :J1(M,N)→M est de´finie comme la projection sur la source du 1-jet. Ce
fibre´ est alors muni d’un syste`me de coordonne´es induit par les syste`mes de
coordonne´es locales {xα}α=1...n sur M et {x
µ}µ=1...n sur N :
(xα, xµ, xµα) ,
tel que :
xα(j1x0(φ)) = x0
α, xµ(j1x0(φ)) = φ(x0)
µ,
xµα(j
1
x0
(φ)) =
∂φµ
∂xα
∣∣∣∣
x0
notation
= ∂αφ
µ|x0 .
Si on conside`re deux diffe´omorphismes ψ : M ′ → M et φ : M → N .
Le 1-jet en x0 de la compose´e j
1
x0
(φ ◦ ψ) de´finit, par la loi de de´rivation des
fonctions compose´es, la loi de multiplication sur l’espace des 1-jets :
j1ψ(x0)(φ) · j
1
x0
(ψ) = j1x0(φ ◦ ψ).
Dans un syste`me de coordonne´es locales, les 1-jets des diffe´omorphismes
ψ et φ s’expriment comme :
j1x0(ψ) = (x0
α′ , ψ(x0)
α, ∂α′ψ
α|x0),
j1ψ(x0)(φ) = (ψ(x0)
α, φ(ψ(x0))
µ, ∂αφ
µ|ψ(x0)).
Leur produit s’ecrira donc2 :
j1ψ(x0)(φ) · j
1
x0
(ψ) = (x0
α′ , φ(ψ(x0))
µ, ∂α′ψ
α|x0 ∂αφ
µ|ψ(x0)). (1.1)
On peut alors de´finir la notion de 1-jet ge´ne´ral :
De´finition 1.1.1. Un 1-jet ge´ne´ral f 1 est une section du fibre´ J1(M,N)
au-dessus de M . Dans le syste`me de coordonne´es locales, un 1-jet pourra
s’exprimer :
f 1 : M → J1(M,N)
x 7→ f 1(x) = (xα, fµ(x), fµα(x)), det(f
µ
a) 6= 0
ou` les fonctions fµ(x) et fµα(x) sont inde´pendantes l’une de l’autre.
2ou` nous utiliserons constamment la convention de sommation d’Einstein sur les indices
re´pe´te´s.
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Le fibre´ J1(M,N) peut aussi eˆtre vu comme un fibre´ au-dessus de la
varie´te´ « but » N [24]. La projection canonique π : J1(M,N)→ N est alors
de´finie comme la projection sur le but :
∀f1 : x ∈M 7→ (x
α, fµ(x), fµα(x)), π(f1(x)) = f(x).
Utilisons le fait que les graphes des diffe´omorphismes locaux φ : M → N
peuvent eˆtre vus comme des sections du fibre´ trivial M × N → M . Dans
ce cas, le fibre´ J1(M,N) peut eˆtre construit comme le fibre´ des 1-jets des
sections de M × N → M . Ce point de vue est d’ailleurs celui utilise´ pour
de´finir le fibre´ des 1-repe`res de l’e´cole japonaise.
M
M ×N
f1 : x→ (xα, fµ(x), fµα(x))
j1(f) : x→ (xα, fµ(x), ∂αf
µ(x))
J1(M,N)
(x, f(x))
N
π˜
π
Fig. 1.1: Fibre´ J1(M,N) au-dessus de M et de N . Deux sections diffe´rentes de J1(M,N)
sont repre´sente´es, j1(f) associant a` x ∈M le 1-jet de f , et f1 associant a` x ∈M un 1-jet
ge´ne´ral de meˆme but fµ(x), ainsi que la varie´te´ M ×N avec le graphe de f .
Le groupe diffe´rentiel d’ordre 1
Conside´rons maintenant les diffe´omorphismes g de Rn qui pre´servent un
point, que nous prendrons comme e´tant l’origine 0 ∈ Rn. Ces diffe´omorphis-
mes forment alors un groupe, nomme´, dans la litte´rature mathe´matique le
groupe d’isotropie de ze´ro, et dans la litte´rature physique stabilisateur ou
encore petit groupe de 0. L’espace des 1-jets de tels diffe´omorphismes forme
un groupe de Lie, nomme´ groupe diffe´rentiel d’ordre 1 et note´ G1.
La loi de multiplication de deux e´le´ments du groupe est de´duite de la loi
ge´ne´rale de multiplication des 1-jets (1.1) :
∀g1 = j
1
0(g), g
′
1 = j
1
0(g
′) ∈ G1, g1 · g
′
1 = j
1
0(g) · j
1
0(g
′) = j10(g ◦ g
′).
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L’e´lement neutre est alors le 1-jet de l’identite´ sur Rn :
id1 = j
1
0(idRn).
Soit {ua}a=1...n, un syste`me de coordonne´es locales sur R
n, un e´lement de
G1 s’e´crira :
G1 ∋ g1 = (0, 0, g
a
a′) = (g
a
a′),
ou` les 0 (correspondants a` la source et au but) peuvent eˆtre omis puisqu’ils
sont fixe´s. L’e´le´ment neutre s’e´crit alors id1 = (δ
a
a′) et le produit de deux
e´le´ments :
g1 = (g
a
a′), g
′
1 = (g
a′
a′′), g1 · g
′
1 = (g
a
a′ g
a′
a′′).
Le groupe diffe´rentiel d’ordre 1, G1, est donc isomorphe au groupe ge´ne´ral
line´aire GLn(R).
G1 ≃ GL(n,R).
Les 1-repe`res
La notion de 1-jet et la de´finition du groupe diffe´rentiel d’ordre 1 permet-
tent une autre de´finition du fibre´ des 1-repe`res [13,16,21,22], plus approprie´e
a` la ge´ome´trie diffe´rentielle :
De´finition 1.1.2. Soit l’ensemble des 1-jets en 0 de diffe´omorphismes de Rn
dans M :
F 1M := {j10(f)|f ∈ Diff(R
n,M), f(0) = x}.
Par la projection canonique sur le but π : F 1M → M , cet ensemble est un
fibre´ principal au-dessus de M de groupe structural G1 ≃ GLn(R), nomme´
fibre´ des 1-repe`res.
Les syste`mes de coordonne´es locales {ua}a=1...n sur R
n et {xµ}µ=1...n sur
M induisent sur F 1M le syste`me de coordonne´es locales suivant :
(ua, xµ, xµa),
tel que :
ua(j10(f)) = 0, x
µ(j10(f)) = f
µ(0), xµa(j
1
0(f)) =
∂fµ
∂ua
∣∣∣∣
u=0
= ∂af
µ(0).
Comme pour de´crire les e´le´ments du groupe G1, nous omettrons la source 0
puisqu’elle est fixe´e, i.e. en coordonne´es :
j10(f) = (f
µ(0), ∂af
µ(0)).
Il est alors possible de de´finir un 1-repe`re ge´ne´ral comme :
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De´finition 1.1.3. Un 1-repe`re ge´ne´ral est une section du fibre´ principal F 1M
au-dessus de M , note´
e1 : M → F
1M,
x 7→ e1(x) = (x
µ, eµa(x)), det(e
µ
a) 6= 0.
Un 1-repe`re peut alors eˆtre repre´sente´ par une fonction affine de u ∈ Rn,
a` valeur dans M , note´e f1(u) s’e´crivant localement :
fµ1 (u) = x
µ + eµa(x)u
a, (1.2)
telle que :
e1(x) = j
1
0(f1(u)).
Le groupe diffe´rentiel d’ordre 1 e´tant de´fini a` l’aide des 1-jets de diffe´o-
morphismes de Rn fixant 0, et les 1-repe`res pouvant eˆtre repre´sente´s comme
des 1-jets, l’action a` droite du groupe de structure peut se de´duire de la loi
de multiplication des 1-jets par :
∀e1(x) = (x
µ, eµa(x)) ∈ F
1M et g1 = (g
a′
a) ∈ G1, e1 · g1 = (x
µ, eµa g
a
a′).
On peut alors noter que cette de´finition du fibre´ des 1-repe`res donne
un fibre´ ayant la meˆme structure que le fibre´ des 1-repe`res line´aires de´fini
comme le fibre´ principal de groupe de structure GL(n,R) au-dessus de M .
Nous avons donc l’isomorphisme de fibre´ :
LM ≃ F 1M.
1.1.2 Des 1-repe`res aux k-repe`res
Nous allons maintenant ge´ne´raliser la de´finition des 1-repe`res, que nous
venons d’e´nnoncer, aux ordres supe´rieurs graˆce a` la notion de k-jets, k =
1, 2, . . . .
Des 1-jets aux k-jets
Le k-jet en un point x0 ∈ M d’un diffe´omorphisme local φ : M → N est
de´fini comme la classe d’e´quivalence :
jkx0(φ) :=
{
f ∈ Diff(M,N),
telles que f(x0) = φ(x0),
∂f
∂x
∣∣∣∣
x0
=
∂φ
∂x
∣∣∣∣
x0
,
∂2f
∂xα1∂xα2
∣∣∣∣
x0
=
∂2φ
∂xα1∂xα2
∣∣∣∣
x0
, . . . ,
∂kf
∂xα1 . . . ∂xαk
∣∣∣∣
x0
=
∂kφ
∂xα1 . . . ∂xαk
∣∣∣∣
x0
}
.
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L’ensemble de tous les k-jets de diffe´omorphismes locaux, note´ :
Jk(M,N) = {jkx0(φ)|φ ∈ Diff(M,N), x0 ∈M},
est un espace fibre´ au-dessus de la varie´te´ source M . Les syste`mes de coor-
donne´es locales {xα}α=1..n sur M et {x
µ}µ=1..n. sur N induisent un syste`me
de coordonne´es locales sur Jk(M,N) :
(xα, xµ, xµα, . . . , x
µ
α1...αn
),
tel que :
xα(j1x0(φ)) = x0
α, xµ(j1x0(φ)) = φ(x0)
µ, xµα(j
1
x0
(φ)) =
∂φµ
∂xα
∣∣∣∣
x0
= ∂αφ
µ|x0 , . . . ,
xµα1...αn(j
1
x0
(φ)) = ∂α1 . . . ∂αnφ
µ|x0 ,
ou`, par le the´ore`me de Schwarz, les indices du bas sont syme´triques. Nous
pouvons alors de´finir :
De´finition 1.1.4. Un k-jet ge´ne´ral est une section fk du fibre´ Jk(M,N)
au-dessus de M , s’e´crivant en coordonne´es :
F k : M → Jk(M,N)
x 7→ fk(x) = (xα, fµ(x), fµα(x), . . . , f
µ
α1...αn
(x)), det(fµa) 6= 0
ou` les fonctions fµ(x), fµα(x), . . . , f
µ
α1...αn
(x) sont inde´pendantes les unes des
autres.
Les groupes diffe´rentiels
Le groupe diffe´rentiel d’ordre k est de´fini comme l’ensemble des k-jets en
0 ∈ Rn de diffe´omorphismes de Rn pre´servant 0 :
Gk = {j
k
0 (g)|g ∈ Diff(R
n), g(0) = 0}.
Tous les groupes diffe´rentiels forment des groupes de Lie, dont la loi de
multiplication est de´duite de la loi de multiplication des jets par :
∀gk = j
k
0 (g), g
′
k = j
k
0 (g
′), gk · g
′
k = j
k
0 (g ◦ g
′).
L’e´lement neutre est donne´e par le k-jet en 0 de l’identite´ de Rn, i.e. :
idk = j
k
0 (idRn) = (δ
a
a′ , 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
(k−1) fois
),
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et les inverses sont de´termine´s par :
gk · g
−1
k = j
k
0 (g) · j
k
0 (g
−1) = idk ⇒ g
−1
k = j
k
0 (g
−1). (1.3)
Il est possible de de´finir les projections canoniques suivantes :
πkk−1 : Gk → Gk−1
jk0 (g) 7→ j
k−1
0 (g).
Ces projections sont des morphismes de groupe dont le noyau est un sous-
groupe distingue´ de Gk, note´ GLk−1. On a alors :
Gk/GLk−1 ≃ Gk−1.
De plus, Gk−1 e´tant un sous-groupe de Gk :
Gk ≃ GLk−1 ⋉Gk−1.
En posant GL0 = G1 ≃ GLn(R), on obtient la de´composition du groupe
diffe´rentiel d’ordre k Gk en produit semi-direct, par composition des projec-
tions canoniques :
Gk ≃ GL0 ⋉GL1 ⋉ · · ·⋉GLk−1. (1.4)
Traitons maintenant l’exemple du groupe diffe´rentiel d’ordre 3, G3, qui
nous pre´occupera tout particulie`rement par la suite. Un e´le´ment deG3 s’e´crivant
g3 = (g
a
a′ , g
a
a′b′ , g
a
a′b′c′) et un e´le´ment de G2, g2 = (g
a
a′ , g
a
a′b′), le noyau de la
projection π32 est :
Ker(π32) = GL2 = {g3 ∈ G3|π
3
2(g3) = id2} = {(δ
a
a′ , 0, g
a
a′b′c′) ∈ G3}.
On peut, de meˆme, de´terminer le noyau de la projection π21 : G2 → G1 :
Ker(π21) = GL1 = {g2 ∈ G2|π
2
1(g2) = id1} = {(δ
a
a′ , g
a
a′b′)}.
Il est donc possible de de´composer un e´lement g3 de ce groupe comme le
produit de trois termes via (1.4) :
∀g3 = (g
a
a′′′ , g
a
a′′′b′′′ , g
a
a′′′b′′′c′′′)
= (gaa′ , 0, 0)︸ ︷︷ ︸
∈GL0
· (δa
′
a′′ , g
a′
a′′b′′ , 0)︸ ︷︷ ︸
∈GL1
· (δa
′′
a′′′ , 0, g
a′′
a′′′b′′′c′′′)︸ ︷︷ ︸
∈GL2
.
SoitGL−1 ≃ R
n, le groupe des translations, d’alge`bre de Lie gl−1. L’alge`bre
de Lie, note´e gk, du groupe diffe´rentiel d’ordre k, augmente´e de l’alge`bre de
Lie des translations gl−1 est une alge`bre de Lie gradue´e [16] au sens suivant :
gl−1 ⊕ gk = gl−1 ⊕ gl0 ⊕ · · · ⊕ glk−1 telle que [gli, glj] ⊂ gli+j, (1.5)
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avec par convention, si i+ j > k, gli+j = 0.
Les e´le´ments de cette alge`bre de Lie gradue´e peuvent eˆtre e´crits comme
les champs de vecteurs3 Xk associe´s au k-jets en 0 de diffe´omorphismes de
Rn (ne pre´servant pas 0), i.e. :
gl−1 ⊕ gk ∋ X
k =
d
dt
∣∣∣∣
t=0
jk0 (ft) ∈ TidkJ
k(Rn,Rn),
ou` ft est une application de R dans les diffe´omorphismes de R
n telle que
f0 = idRn , i.e. un chemin diffe´rentiable dans Diff(R
n).
Dans un syste`me de coordonne´es locales, un e´le´ment Xk sera repre´sente´
par :
Xk = (Xa, Xab, . . . , X
a
a1...ak−1
),
ou encore comme les coordonne´es du k-jet du champ de vecteurs au point
u ∈ Rn :
Xk|u =
(
Xa +Xabu
b + · · ·+
1
(k − 1)!
Xaa1...ak−1u
a1 . . . uak−1
)
∂a, X
k = jk0 (Xk).
Si on conside`re deux e´le´ments X2, Y 2 ∈ gl−1 ⊕ gl0 ⊕ gl1, leur crochet de
Lie s’e´crit alors localement :
[X, Y ] =
(
[X, Y ]a + [X, Y ]abu
b +
1
2
[X, Y ]abcu
buc
)
∂a,
avec :
[X, Y ]a = XabY
b − Y abX
b ∈ gl−1,
[X, Y ]ab = X
a
cY
c
b +X
a
bcY
c − (X ↔ Y ) ∈ gl0, (1.6)
[X, Y ]abc = X
a
dY
d
bc +X
a
bdY
d
c +X
a
dcY
d
b − (X ↔ Y ) ∈ gl1.
Par la suite, nous aurons besoin de de´finir une action du type action
adjointe du groupe diffe´rentiel Gk sur l’alge`bre de Lie augmente´e gl−1 ⊕ gk.
A` cette fin, nous utilisons le fait que les e´le´ments de cette alge`bre de Lie
sont de´finis graˆce aux k-jets en 0 de diffe´omorphismes de Rn, tout comme les
e´le´ments de Gk. Nous de´finissons donc cette action par :
Xk =
d
dt
∣∣∣∣
t=0
jk0 (ft)→ X
′k =
d
dt
∣∣∣∣
t=0
jk0 (g ◦ ft ◦ g
−1),
3aussi appele´s diffe´omorphismes formels infinite´simaux [20] ou champs de vecteurs
formels.
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avec g ∈ Diff(Rn), g(0) = 0.
Il faut alors prendre garde au fait que ft6=0(0) 6= 0, c’est-a`-dire que la
source n’est plus fixe´e. La de´rivation par rapport au parame`tre t a donc pour
conse´quence d’augmenter de 1 l’ordre des jets de g. Cela interdit donc d’e´crire
na¨ıvement :
X ′
k
= jk0 (g) ·X
k · jk0 (g)
−1.
L’action de´finie ci-dessus n’est donc pas une action adjointe. De plus, c’est
une action, non pas de Gk, mais de Gk+1 sur gl−1 ⊕ gk, que nous noterons
dans la suite :
X ′
k
= Ad(gk+1)X
k =
d
dt
∣∣∣∣
t=0
jk0 (g ◦ ft ◦ g
−1). (1.7)
En revanche, il s’agit bien d’une action a` gauche, puisqu’il est facile de
ve´rifier que :
Ad(gk+1)Ad(g
′
k+1)X
k = Ad(gk+1 · g
′
k+1)X
k.
Notons ici que cette action est de´finie par [16] comme e´tant l’action adjointe
de Gk+1 sur gl−1 ⊕ gk.
A titre d’exemple, l’expression locale de X ′2 = Ad(g3)X
2, X2 ∈ gl−1 ⊕
gl0 ⊕ gl1 est repre´sente´ par le champ de vecteurs :
X ′2 =
(
Xa
′
+Xa
′
b′u
b′ +
1
2
Xa
′
b′c′u
b′uc
′
)
∂a′ ,
avec
Xa
′
= ga
′
aX
a,
Xa
′
b′ = g
a′
abX
agbb′ + g
a′
aX
a
bg
b
b′ , (1.8)
Xa
′
b′c′ = g
a′
abcX
agbb′g
c
c′ + g
a′
abX
a
cg
c
c′g
b
b′ + g
a′
abX
agbb′c′
+ga
′
acX
a
bg
b
b′g
c
c′ + g
a′
aX
a
bcg
b
b′g
c
c′ + g
a′
aX
a
bg
b
b′c′ .
Les k-repe`res
Le fibre´ des 1-repe`res au-dessus d’une varie´te´ M , de dimension n, est le
fibre´ principal de groupe structural G1 dont les e´le´ments sont les 1-jets en 0
des diffe´omorphismes de Rn dans M . La de´finition est analogue a` l’ordre k :
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De´finition 1.1.5. Le fibre´ des k-repe`res au-dessus d’une varie´te´ M de di-
mension n est le fibre´ principal au-dessus de M , note´ F kM , de groupe struc-
tural Gk dont les e´le´ments sont les k-jets en 0 des diffe´omorphismes de R
n
dans M :
F kM = {jk0 (f)|f ∈ Diff(R
n,M), f(0) = x}.
Les syste`mes de coordonne´es locales {ua}a=1...n sur R
n et {xµ}µ=1...n sur
M induisent un syste`me de coordonne´es locales sur F kM :
(ua, xµ, xµa, x
µ
ab, . . . , x
µ
a1...ak
),
tel que :
ua(jk0 (f)) = 0, x
µ(jk0 (f)) = f
µ(0), xµa(j
k
0 (f)) =
∂fµ
∂ua
∣∣∣∣
u=0
, . . . ,
, . . . , xµa1...ak(j
k
0 (f)) =
∂kfµ
∂ua1 . . . ∂uak
∣∣∣∣
u=0
,
ou`, toujours par le the´ore`me de Schwarz, les indices (a1, . . . , ak) sont syme´triques.
De plus, puisque ua(jk0 (f)) ≡ 0, nous l’omettrons syste´matiquement par la
suite.
On de´finit alors :
De´finition 1.1.6. Un k-repe`re ge´ne´ral est une section, note´e ek, du fibre´
principal F kM de groupe stuctural Gk au-dessus de M :
ek : M → F
kM,
x 7→ ek(x) = (x
µ, eµa(x), . . . e
µ
a1...ak
(x)), det(eµa) 6= 0
ou` eµa(x), . . . e
µ
a1...ak
(x) sont des fonctions de x inde´pendantes les unes des
autres.
De meˆme qu’une fonction affine de´finit un repre´sentant du 1-repe`re, voir
(1.2), a` tout k-repe`re ek(x), on peut associer un polynoˆme de degre´ k en
u ∈ Rn a` valeur dans M , tel que fk(0) = x :
fµk (u) = x
µ + eµa(x)u
a + · · ·+
1
k!
eµa1...ak(x)u
a1 . . . uak , (1.9)
et ainsi retrouver :
ek(x) = j
k
0 (fk(u)).
Le polynoˆme fk(u) est le repre´sentant polynomial du k-repe`re ek(x).
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Puisque pour tout e´le´ment gk ∈ Gk, il existe un diffe´omorphisme g de R
n
pre´servant 0 tel que gk = j
k
0 (g), l’action a` droite du groupe de structure est
directement de´duite du produit des k-jets :
ek · gk = j
k
0 (fk) · j
k
0 (g) = j
k
0 (fk ◦ g). (1.10)
Dans le cas particulier du fibre´ des 2-repe`res, l’action du groupe de structure
G2 se de´duit de (1.9) et de (1.10)
4 :
e2(x) · g2 = (x
µ, eµa(x), e
µ
ab(x)) · (g
a
a′ , g
a
a′b′),
= (xµ, eµag
a
a′ , e
µ
ag
a
a′b′ + e
µ
abg
a
a′g
b
b′),
= e′2(x).
xµ
M
e′2(x)
g2
F 2Me2(x)
Inverse d’un k-repe`re
Les k-repe`res sont des sections du fibre´ F kM au-dessus de la varie´te´ M ,
qu’il est possible d’associer a` des polynoˆmes fk(u) de degre´ k a` valeur dans
M tels que fk(0) = x. Nous pouvons donc de´finir :
De´finition 1.1.7. L’inverse d’un k-repe`re ek, note´ ek
−1, est de´fini comme
e´tant le k-jet en x ∈ M du polynoˆme de degre´ k en y ∈ M , note´ (fk)
−1(y),
a` valeur dans Rn tel que (fk)
−1(x) = 0 et
ek
−1 · ek = idk.
4La de´pendance en x (but de la section) des coordonne´es des repe`res sera dore´navant
sous-entendue pour alle´ger les e´critures.
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Dans un syste`me de coordonne´es locales, un k-repe`re ek est associe´ au
polynoˆme (1.9). Le repre´sentant polynomial de l’inverse, ek
−1, de ce repe`re
est donc :
fk
−1(y) = eaµ (y
µ − xµ) +
1
2
eaµν (y
µ − xµ) (yν − xν) +
· · ·+
1
k!
eaµ1...µk (y
µ1 − xµ1) . . . (yµk − xµk) .
On retrouve ainsi fk
−1(x) = 0, et la condition ek
−1 · ek = idk impose
jk0
(
fk
−1 ◦ fk
)
= jkfk(0)=x
(
fk
−1
)
· jk0 (fk) = (0, δ
a
b, 0, . . . , 0) .
Comme sur les repe`res de Rn :(
fk
−1 ◦ fk
)
(u) = eaµ
((
xµ + eµbu
b +
1
2
eµbcu
buc + . . .
)
− xµ
)
+
+
1
2
eaµν
((
xµ + eµbu
b +
1
2
eµbcu
buc + . . .
)
− xµ
)((
xν + eνcu
c +
1
2
eνcdu
cud + . . .
)
− xν
)
+ . . . ,
⇒ jk0
(
fk
−1
◦ fk
)
=
(
0, eaµe
µ
b, e
a
µe
µ
bc + e
a
µνe
µ
be
ν
c, . . .
)
. (1.11)
Les coordonne´es de l’inverse d’un k-repe`re sont donc contraintes par les re-
lations suivantes :
eaµe
µ
b = δ
a
b,
eaµν = −e
a
ρe
ρ
bce
b
µe
c
ν ,
... .
1.1.3 Trivialisation locale du fibre´ des k-repe`res
Le fibre´ des k-repe`res au-dessus de M e´tant un fibre´ principal de groupe
structural Gk, il est localement trivial. De plus, une fois une section locale de
re´fe´rence choisie, i.e en physique un choix de jauge fixe´, les fibres sont toutes
diffe´omorphes au groupeGk. C’est-a`-dire qu’au-dessus de chaque ouvert U ⊂
M , on a l’isomorphisme :
π−1(U ) = F kM
∣∣
U
≃ U ×Gk.
Graˆce au choix d’une section locale trivialisante, prise par commodite´
comme le k-repe`re naturel [23] :
σ˚ : M → F kM
x 7→ σ˚(x) = (xµ, δµa, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
k−1 fois
), (1.12)
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il est possible d’identifier tout k-repe`re avec un e´le´ment du groupe diffe´rentiel
d’ordre k, Gk. En effet, soit ek(x) = (x
µ, eµa′ , . . . , e
µ
a′
1
...a′
k
), un k-repe`re quel-
conque au-dessus du point x. Celui-ci peut se re´e´crire comme :
ek(x) = (x
µ, δµa, 0, . . . , 0) ·
(
gaa′ , . . . , g
a
a′
1
...a′
k
)
= σ˚(x) · gk(x).
De ce point de vue, gk : U → Gk est la trivialisation locale du k-repe`re pour
la section locale trivialisante σ [25].
Dans la suite, la section ek : M → Gk, x 7→
(
eµa, . . . , e
µ
a1...ak
)
pourra donc
eˆtre localement conside´re´e comme une fonction de M dans le groupe Gk.
1.1.4 Forme de soudure
La forme de soudure5 sur le fibre´ des k-repe`res est une 1-forme, invariante
sous l’action des diffe´omorphismes de M , de´finie comme l’analogue de la
forme de Maurer-Cartan d’un groupe :
θ = e−1k · dek
∣∣
x
.
Cette 1-forme est a` valeur dans l’alge`bre de Lie gl−1 ⊕ gk−1 et e´quivariante
sous l’action du groupe de structure Gk :
∀gk ∈ Gk, R
∗
gk
θ = R∗gk
(
e−1k · dek
)
= (ek · gk)
−1 d (ek · gk)
= g−1k · e
−1
k dek · gk
= Ad(g−1k )θ.
Il est alors important de noter que l’action adjointe est ici l’action de type
adjointe de´finie par (1.7). Le groupe Gk est alors plonge´ canoniquement dans
le groupe Gk+1 par :
∀gk = (g
a′
a1
, . . . , ga
′
a1...ak
) ∈ Gk →֒ (g
a′
a1
, . . . , ga
′
a1...ak
, 0) ∈ Gk+1. (1.13)
Dans un syste`me de coordonne´es locales, graˆce a` la de´composition en
somme directe de l’alge`bre de Lie gl−1 ⊕ gk, (1.5), la forme de soudure peut
eˆtre associe´e a` un polynoˆme en u ∈ Rn de degre´ k − 1 a` valeur dans Rn :
θ → θa = θa + θabu
b + · · ·+
1
(k − 1)!
θaa1...ak−1u
a1 . . . uak−1 ,
5La forme de soudure est aussi appele´e forme canonique dans la litte´rature
mathe´matique [13].
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ou` les 1-formes θa ∈ Ω1(F kM, gl−1), θ
a
b ∈ Ω
1(F kM, gl0) et ainsi de suite.
La forme de courbure de la forme de soudure est de´finie par la 2-forme a`
valeur dans la meˆme alge`bre de Lie gl−1 ⊕ gk−1 suivante :
Θ = dθ +
1
2
[θ, θ] .
Selon la de´composition (1.5), elle peut, tout comme la forme de soudure, eˆtre
e´crite sous la forme d’un polynoˆme dont le premier terme est une 2-forme
Θa ∈ Ω2(F kM, gl−1), appele´e torsion du fibre´ des k-repe`res,
Θa = dθa + θab ∧ θ
b.
Sur le fibre´ des 2-repe`res, la forme de soudure est une 1-forme a` valeur
dans l’alge`bre de Lie gl−1 ⊕ gl0 de´finie par :
θ = e−12 · de2 = (θ
a, θab) .
En utilisant (1.11) et le fait que e−12 · de2 = −de
−1
2 · e2, les composantes de la
forme de soudure sur F 2M s’e´crivent :
θa = eaµdx
µ,
θab = e
a
µνe
µ
adx
ν + eaµde
µ
b.
Les deux premie`res composantes de la forme de soudure e´tant identiques
pour tous les fibre´s F kM , avec k > 2, on aura toujours :
Θa = dθa + θab ∧ θ
b = 0.
Les k-repe`res ge´ne´raux que nous traitons sont donc des k-repe`res de tor-
sion nulle6.
1.2 Connexion de Cartan
1.2.1 Connexion de Ehresmann sur un fibre´ principal
Une connexion sert, en ge´ne´ral, a` donner un sens a` l’ide´e de « transporter
un repe`re le long d’une courbe ». C’est-a`-dire pouvoir de´finir la notion du
transport paralle`le d’un vecteur (ou d’un ensemble de vecteurs) [19].
Conside´rons un vecteur tangent d’un fibre´ principal P (M,H), de groupe
structural H au-dessus de M .
6La ge´ne´ralisation qui consiste a` de´finir les k-repe`res, par re´currence, comme les repe`res
line´aires des (k − 1)-repe`res line´aires, permet de conside´rer des k-repe`res de torsion non-
nulle, mais ce n’est pas ne´ce´ssaire pour la suite.
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P
M
H
σ
x
Il suffit, pour le de´placer dans la direction verticale, d’utiliser l’action
infinite´simale du groupe de structure H. Dans le cas du fibre´ des repe`res
line´aires, c’est donc par l’action du groupe GLn(R) que se fait ce de´placement
« vertical », qui consiste alors a` « tourner » le repe`re. En revanche, la notion
de de´placement purement horizontal, c’est-a`-dire e´quivariant sous l’action du
groupe de structure, ne peut eˆtre de´finie canoniquement. Ceci impose donc
la de´finition d’une structure supple´mentaire, une connexion, de´finissant une
distribution horizontale e´quivariante.
D’un point de vue formel, une connexion sur un fibre´ principal P (M,H)
au-dessus de M , de groupe structural H, est une 1-forme A sur P (M,H) a`
valeur dans l’alge`bre de Lie h du groupe de structure telle que :
∀h ∈ H, Rh∗A = Ad(g
−1)A , et,
∀Xˆ ∈ V (P ), A (Xˆ) ∈ h,
ou` V (P ) de´signe l’espace tangent vertical du fibre´ principal P . Xˆ est donc
un champ de vecteurs fondamental associe´ a` l’action a` droite de H sur P .
L’espace tangent horizontalH(P ) est alors de´fini comme le noyau de cette
connexion :
H(P ) = {X ∈ TP |A (X) = 0} .
La courbure de la connexion est donne´e par la 2-forme a` valeur dans
l’alge`bre de Lie h :
dA +
1
2
[A ,A ].
Cette de´finition de la connexion est celle usuellement utilise´e en physique
pour traiter les the´ories de jauge de type Yang-Mills. Par exemple, pour
traiter l’e´lectromagne´tisme, on utilise le fibre´ principal de groupe de structure
U(1) au-dessus de l’espace-temps. Les composantes locales de la connexion
de´finissent alors les composantes du potentiel e´lectromagne´tique. Pour de´crire
les champs de bosons de la the´orie e´lectrofaible, on utilisera les composantes
locales de la connexion construite sur le fibre´ principal de groupe structural
G = SU(2) × U(1). Il s’ave`re que trois des quatre forces fondamentales de
la physique moderne s’expriment a` merveille dans ce langage. La seule qui
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e´chappe encore a` cette re`gle est la force gravitationnelle, meˆme si plusieurs
pistes ont e´te´ explore´es (pour en avoir un tre`s bon re´sume´ voir [7]).
Nous avons pris le parti durant ce travail d’utiliser un autre type de
connexion sur les fibre´s principaux, la connexion de Cartan.
1.2.2 Connexion de Cartan sur un fibre´ principal
La notion de connexion de Cartan ne peut eˆtre convenablement comprise
si elle n’est pas introduite dans le contexte des ge´ome´tries dites de Cartan,
ge´ne´ralisation des ge´ome´tries de Klein. Nous allons donc commencer par une
bre`ve de´finition de ces ge´ome´tries [12,26].
Ge´ome´trie de Klein
L’ide´e principale de F. Klein, qui a re´volutionne´ la ge´ome´trie moderne,
est qu’un espace peut eˆtre de´fini par son groupe de syme´trie. Ce qui revient
a` e´tudier des espaces mode`les dits espaces homoge`nes [12,26].
De´finition 1.2.1. Un espace homoge`ne (X,G) est un ensemble X muni de
l’action transitive d’un groupe G :
∀g, g′ ∈ G, (gg′)x = g(g′x),
∀x ∈ X, ex = x, ou` e repe´sente l’identite´ de G,
∀x ∈ X,Gx = X action transitive.
Le groupe G a donc une unique orbite consitue´e de l’espace X tout entier.
Dans le cadre de notre e´tude, nous pouvons nous limiter aux actions
transitives de groupes de Lie G sur des varie´te´s diffe´rentiables M .
L’ingre´dient principal pour caracte´riser un espace homoge`ne (M,G), est
l’ensemble des sous-groupes de Lie, H ⊂ G, qui stabilisent un point de M .
La varie´te´ M peut alors eˆtre identifie´e avec l’espace quotient :
G/H = {gH|g ∈ G},
ou` G et H e´tant des groupes de Lie, le quotient G/H posse`de une structure
de varie´te´ diffe´rentiable.
En effet, conside´rons le groupe d’isotropie d’un point fixe x ∈ M , note´
Gx, c’est-a`-dire l’ensemble des e´le´ments g ∈ G qui stabilisent ce point :
Gx = {g ∈ G|gx = x}.
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Si on suppose maintenant qu’il existe deux e´le´ments diffe´rents g, g′ ∈ G tels
que :
gx = y et g′x = y.
Le produit g−1g′ appartient donc au sous-groupe Gx. Re´ciproquement, sup-
posons que le produit g−1g′ ∈ Gx, et que gx = y alors :
gx = gg−1g′x = g′x = y.
On doit donc avoir gGx = g
′Gx. C’est-a`-dire qu’on peut construire un diffe´omorphisme
entre M et le quotient G/Gx. Dans ce sens, M et G/Gx sont isomorphes
7.
De plus, si on prend deux points diffe´rents x, x′ ∈M de groupe d’isotropie
respectif Gx, Gx′ , tels qu’il existe g ∈ G, gx = x
′, alors :
Gx = gGx′g
−1.
Tous les groupes d’isotropie des diffe´rents points de M sont donc con-
jugue´s entre eux, ce qui signifie qu’ils sont isomorphes. On parle donc en
ge´ne´ral « du groupe d’isotropie » des points de M , que l’on notera H.
C’est en ce sens que l’on peut identifier une varie´te´ M avec l’espace quo-
tient G/H.
De´finition 1.2.2. On appelle ge´ome´trie de Klein, note´e (G,H), un fibre´
principal P au-dessus de la varie´te´ M , de groupe structural H, tel qu’il existe
un groupe de Lie G dont H soit un sous groupe (H < G), qui est isomorphe
au fibre´ principal G → G/H de meˆme groupe de structure. Ce qui s’illustre
par le diagramme commutatif suivant :
P
π

// G

M
∼
// G/H.
Connexion de Cartan
Le proble`me pour appliquer ce type de ge´ome´trie a` la physique provient
du fait que l’espace dans lequel nous vivons n’est pas isomorphe a` un espace
homoge`ne. E. Cartan proposa donc une ge´ne´ralisation de la ge´ome´trie de
Klein en conside´rant que tous les espaces inhomoge`nes peuvent eˆtre mode´lise´s
comme e´tant infinite´simalement des ge´ome´tries de Klein.
Cette notion est analogue a` l’identification locale entre une varie´te´ de
dimension n et l’espace mode`le Rn.
7au sens de G-espaces.
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De´finition 1.2.3. Une ge´ome´trie de Cartan (P,M, ω), modele´e par la ge´o-
me´trie de Klein (G,H), est un fibre´ principal P au-dessus d’une varie´te´ M
muni d’une 1-forme ω sur P a` valeur dans l’alge`bre de Lie g du groupe G
qui ve´rifie :
1. ∀h ∈ H,R∗hω = Ad(h
−1)ω H-e´quivariance,
2. ∀Xˆ ∈ V (P ), ω(Xˆ) ∈ h,
3. ∀p ∈ P, ω|p : TpP → g est un isomorphisme line´aire.
Je ne re´siste pas, en ce point pre´cis, a` l’envie de reprendre l’image utilise´e
par D.K. Wise [12] pour donner une ide´e de ce que repre´sente une connexion
de Cartan.
Comme toujours, une connexion permet de caracte´riser les de´placements
infinite´simaux d’un observateur situe´ sur une varie´te´. L’image commune´ment
prise pour les connexions usuelles est d’imaginer une fourmi se de´plac¸ant sur
une boule. L’e´tude de ses propres de´placements lui permettrait de savoir
qu’elle est sur une surface courbe, et non pas plate.
Les connexions de Cartan permettent en fait de caracte´riser plus en de´tails
les de´placements infinite´simaux d’un observateur. D.K. Wise se place alors
dans le cas d’une surface riemannienne plonge´e dans R3 avec comme groupe
de syme´trie G = SO(3) et comme groupe d’isotropie H = SO(2). Dans
ce cas, l’espace homoge`ne mode`le est simplement la sphe`re S2 = G/H. Il
prend alors comme observateur, non pas une fourmi, mais un hamster dans
sa boule8 se de´plac¸ant sur cette surface. Le fibre´ principal P est alors con-
stitue´ de l’ensemble des configurations possibles pour le hamster, c’est-a`-dire
sa position sur la surface combine´e avec la direction vers laquelle il se dirige.
Ce fibre´ ne contient donc aucun renseignement direct sur la boule dans laque-
lle se trouve notre hamster, i.e. l’espace homoge`ne mode`le. La connexion de
Cartan nous permet de connaˆıtre tous les de´placements infinite´simaux du
hamster. Un changement de point de contact avec la surface e´quivaut a` une
translation de l’espace tangent, et un changement de direction sans change-
ment de point de contact se traduit par une rotation. On peut alors donner
une interpre´tation pour chacune des trois proprie´te´s de la connexion de Car-
tan.
1. Le fait que ω soitH-e´quivariante implique que la direction dans laquelle
regarde le hamster n’a pas de signification absolue.
2. Le fait que ∀Xˆ ∈ V (P ), ω(Xˆ) ∈ h implique qu’a` toute rotation in-
finite´simale du hamster dans sa boule, la connexion de Cartan associe
l’e´le´ment de h repre´sentant cette rotation.
8Il existe en effet des boules en plastique transparent qui permettent aux hamsters de
se de´gourdir les pattes sur le sol sans danger pour les meubles et fils e´lectriques.
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3. Enfin, le fait que ω soit un isomorphisme line´aire implique que le ham-
ster, s’il ne change pas de point de contact avec la surface ne peut faire
qu’une rotation dans sa boule. Tout autre mouvement est interdit.
1.2.3 Lien entre connexion de Cartan et connexion de
Ehresmann
Comme nous l’avons vu en 1.2.1, les the´ories de jauge peuvent eˆtre for-
malise´es en termes de connexions de Ehresmann. Notre but est de les for-
muler en termes de connexions de Cartan, permettant une caracte´risation
locale plus pre´cise. Il nous faut donc expliciter le lien entre ces deux types
de connexions sur fibre´ principal [26].
On conside`re une ge´ome´trie de Cartan (P,M, ω) modele´e par la ge´ome´trie
de Klein (G,H), d’alge`bres de Lie (g, h).
On peut construire, graˆce a` l’action a` gauche deH sur G, le fibre´ principal
associe´ a` P →M de groupe de structure G :
Q = P ×H G.
L’espace Q est compose´ des classes d’e´quivalence suivantes :
[p, q] = [ph, h−1g].
A` partir de la connexion de Cartan sur P et de la forme de Maurer-Cartan
de G, note´ ΘG, on peut construire la 1-forme sur P ×G suivante :
A |(p,g) = Ad(g
−1)π∗Pω + π
∗
GΘG, (1.14)
ou` πP (respectivement πG) est la projection canonique P × G → P (resp.
P ×G→ G).
Proposition 1.2.1. La 1-forme (1.14) de´finit une connexion de Ehresmann
sur Q.
Preuve. En effet,
A (0, g) = gˆ ∈ g, c’est-a`-dire que ∀Xˆ ∈ V (P ×G), A (Xˆ) ∈ g.
De plus,
(id×Rg′)
∗
A |(p,gg′) = A |(p,gg′) ◦ (id×Rg′)∗
=
(
Ad
(
(gg′)−1
)
π∗Pω + π
∗
GΘG
)
◦ (id×Rg′)∗
= Ad(g′−1)
(
Ad(g−1)ω ◦ πP ∗ +ΘG ◦ πG∗
)
= Ad(g′−1) A |(p,g) .
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Donc ∀g ∈ G,Rg∗A = Ad(g
−1)A . Enfin, pour montrer que la 1-forme A
descend sur Q en une connexion de Ehresmann, toujours note´e A , on montre
qu’elle est invariante sous l’action de H, de´finie par :
αh : P ×G→ Q, (p, g)→ [ph, h
−1g].
α∗hA |(p,g) = A |(ph,h−1g) ◦ αh∗
= Ad
(
(h−1g)−1
)
ω ◦ πP ∗ ◦ αh∗ +ΘG ◦ πG∗ ◦ αh∗
= Ad
(
(h−1g)−1
)
ω ◦Rh−1∗ ◦ πP ∗ +ΘG ◦ Lh−1∗ ◦ πG∗
= A |(p,g) .

Notons 1I l’e´le´ment neutre du groupe total G. Le sous-fibre´ de Q de´fini
par P ×H {1I} est isomorphe au fibre´ P . On remarque alors que la restriction
de la connexion de Ehresmann a` P de´finie point par point par :
A |
(p,1I) = ω|p ,
s’identifie a` la connexion de Cartan.
Il est donc possible de restreindre les outils de the´orie de jauge usuels sur
Q pour construire une the´orie de jauge avec la connexion de Cartan ω sur P .
La de´finition des fibre´s des k-repe`res que nous utilisons ici n’est pas la plus
ge´ne´rale possible, mais elle autorise un traitement local tre`s simple. De plus,
l’attention que nous avons porte´ a` la distinction des indices de l’espace mode`le
Rn de ceux de la varie´te´M nous permet de toujours garder « en e´vidence » les
espaces mis en jeu. Nous verrons dans le chapitre suivant l’utilite´ d’une telle
distinction trop souvent omise dans la litte´rature mathe´matique [21,22,27].
Le lien univoque de´fini entre certaines connexions de Ehresmann, sur
un fibre´ principal associe´, et la connexion de Cartan du fibre´ principal que
nous souhaitons utiliser nous autorise alors a` transfe´rer les outils usuels des
the´ories de jauge de type Yang-Mills sur ce type particulier de connexion que
sont les connexions de Cartan. Ceci nous permet principalement de pouvoir
traiter tous les types de de´placements infinite´simaux sur le fibre´ principal,
et plus seulement les de´placements verticaux. Ce point permet en particulier
de choisir comme groupe de jauge les diffe´omorphismes dans leur ensemble,
non plus seulement un sous-groupe.
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Chapitre 2
Connexions de Cartan
projective et conforme
En the´orie de jauge de type Yang-Mills, le groupe de structure de´termi-
nant la syme´trie du fibre´ principal utilise´ est de premie`re importance. En
effet, par son interme´diaire, est confe´re´ au mode`le choisi la the´orie physique
voulue. De fait, la connexion (de Ehresmann) et donc les champs de jauge
associe´s, e´tant contraints a` prendre des valeurs dans l’alge`bre de Lie de ce
groupe de structure, codent alors la the´orie physique souhaite´e.
Nous avons, au premier chapitre, montre´ qu’il e´tait possible de de´finir
une connexion de Ehresmann, sur un fibre´ principal associe´, donnant, par
restriction, une connexion qui s’identifie point par point a` la connexion de
Cartan.
Dans ce chapitre, nous allons montrer comment de´finir une nouvelle no-
tion, les symboles d’une connexion de Cartan, permettant de garantir l’util-
isation des outils usuels des the´ories de jauge sur le fibre´ des 2-repe`res. En
particulier, nous re´duirons le groupe de structure, afin de traiter des espaces
munis des syme´tries projective et conforme, et d’e´tudier les conse´quences sur
les symboles des connexions de Cartan qui leur sont associe´es.
2.1 Construction d’une connexion de Cartan
sur le fibre´ de 2-repe`res F 2M
Avant de re´duire le groupe de structure du fibre´ des 2-repe`res, inte´ressons
nous a` la construction d’une connexion de Cartan particulie`re sur ce fibre´.
Nous pourrons alors plus aise´ment e´tudier les cas particuliers des espaces a`
syme´trie projective ou conforme, vus comme sous-fibre´s de F 2M .
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Il est ne´cessaire de de´finir, en premier lieu, la ge´ome´trie de Klein mode`le
correspondante. Dans un deuxie`me temps, nous de´finirons les symboles d’une
connexion de Cartan. Enfin, nous introduirons un type de connexion de Car-
tan particulier permettant (sans perte de ge´ne´ralite´) un traitement efficace
de la structure du fibre´ des 2-repe`res.
2.1.1 Ge´ome´trie de Klein mode`le
La ge´ome´trie de Klein modelant la ge´ome´trie de Cartan recherche´e est
de´finie par la donne´e d’un espace homoge`ne, voir paragraphe 1.2.2.
Comme nous l’avons vu au chapitre pre´ce´dent, le groupe de structure de
F 2M est le groupe diffe´rentiel d’ordre 2, note´ G2, agissant a` droite par :
∀e2 : M → F
2M
x 7→ e2(x) = (x
µ, eµa(x), e
µ
ab(x)),
∀g2 ∈ G2, g2 = (g
a
a′ , g
a
a′b′),
e2 · g2 =
(
xµ, eµag
a
a′ , e
µ
abg
a
a′g
b
b′ + e
µ
ag
a
a′b′
)
.
L’action du groupe de structure G2 pre´servant la fibre, celui-ci peut
eˆtre choisi comme groupe d’isotropie pour l’espace homoge`ne mode`le, note´
ge´ne´ralement H = G2. Il reste alors a` de´finir un groupe de Lie G ayant
pour sous-groupe de Lie H, et tel que, pour tout point e2 ∈ F
2U , on ait
localement : e2G = F
2M . Graˆce a` l’action a` droite de H sur F 2M , il est
de´ja` possible de reconstruire au-dessus de tout point x ∈M , la fibre F 2xM . Il
faut donc augmenter le groupe d’isotropie H de manie`re a` de´finir une action
permettant de changer de fibre.
M
F 2U = e2 ·G
F 2M
F 2xM = e2 ·H
x
e2(x)
U
Au-dessus de chaque ouvert trivialisant U ⊂ M , le fibre´ F 2M est iso-
morphe a` U ×G2. De plus, graˆce au syste`me de coordonne´es locales, chaque
ouvert U est isomorphe a` un ouvert U ⊂ Rn. On peut donc naturellement
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y de´finir la notion de translations. La ge´ome´trie de Klein mode`le sera donc
caracte´rise´e par le groupe d’isotropie H = G2, et le groupe total G, de´fini
comme le groupe d’isotropie H = G2 augmente´ des translations GL−1 ≃ R
n :
G = G2 ⋉GL−1.
L’action a` droite du groupe G sur les points de F 2M est alors de´finie par :
∀e2 = (x
µ, eµa, e
µ
ab) ∈ F
2M, g = (ga, gaa′ , g
a
a′b′)
e2 · g =
(
xµ + eµag
a, eµag
a
a′ , e
µ
abg
a
a′g
b
b′ + e
µ
ag
a
a′b′
)
.
Ainsi,
De´finition 2.1.1. La ge´ome´trie de Cartan (F 2M,M,ω), associe´e au fibre´
des 2-repe`res au-dessus de la varie´te´ M , est mode´le´e par la ge´ome´trie de
Klein (G2 ⋉GL−1, G2). La connexion de Cartan ω associe´e ve´rifie alors :
1. ∀g2 ∈ G2, R
∗
g2
ω = Ad(g2
−1)ω G2-e´quivariance,
2. ∀Xˆ ∈ V (F 2M), ω(Xˆ) ∈ g2,
3. ∀e2 ∈ F
2M, ω|e2 : Te2F
2M → g = gl−1 ⊕ g2 est un isomorphisme
line´aire.
Dans cette de´finition, la connexion de Cartan e´tant une 1-forme a` valeur
dans l’alge`bre de Lie g = gl−1 ⊕ g2, sa G2-e´quivariance est exprime´e graˆce a`
l’action de type action adjointe de´finie par (1.7) de G3 sur gl−1 ⊕ g2, et non
par l’action adjointe usuelle.
2.1.2 Symboles de la connexion de Cartan
De fac¸on ge´ne´rale, en the´orie de jauge de type Yang-Mills, les potentiels
de jauge sont les symboles de la 1-forme de connexion (de Ehresmann) du
fibre´ principal P (M,G), de´finis dans une trivialisation locale donne´e (choix
de jauge), que nous allons maintenant de´finir.
La trivialisation locale d’un fibre´ principal permet de de´finir au-dessus de
chaque ouvert trivialisant U ⊂M une application :
φ = πG ◦ ϕ : π
−1(U )→ G, telle que φ(p · g) = φ(p) · g,
ou` π : P → M est la projection canonique de fibre´ principal P (M,G),
ϕ : π−1(U )→M ×G est une carte du fibre´ associe´e a` l’ouvert U et πG est
la projection M × G → G. Les symboles A de la connexion de Ehresmann
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A sur P sont alors les composantes, relative a` la trivialisation choisie, de la
1-forme sur P de´finie par :
A = Ad(φ)A + φdPφ
−1. (2.1)
Par construction, les symboles d’une connexion sont invariants sous l’action
a` droite du groupe de structure.
En utilisant cette de´finition des symboles d’une connexion de Ehres-
mann sur un fibre´ principal, et le lien entre connexion de Ehresmann sur
F 2M ×G2 G et connexion de Cartan sur F
2M , nous allons construire les
symboles d’une connexion de Cartan sur le fibre´ des 2-repe`res.
Soit la 1-forme de´finie, sur la varie´te´ produit F 2M ×G, par [12, 26] :
A |(e2,g) = Ad(g
−1)π∗F 2Mω + π
∗
GΘG, ∀e2 ∈ F
2M, g ∈ G,
ou` πF 2M (resp. πG) est la projection canonique F
2M × G → F 2M (resp.
F 2M × G → G). Comme nous l’avons montre´, dans le cas ge´ne´ral au para-
graphe 1.2.3, elle de´finit une connexion de Ehresmann sur le fibre´ F 2M ×G2 G,
et s’identifie, par restriction, a` la connexion de Cartan sur F 2M .
Restreignons la 1-forme A (2.1) de´finie sur un ouvert de F 2M ×G2 G a` la
1-forme :
Γ = A|
F 2M×G2{1I}
.
Soit π : F 2M → M , la projection canonique. Par un me´canisme similaire
au pre´ce´dent, a` partir d’une carte associe´e a` un ouvert trivialisant U ⊂ M ,
Ψ : π−1(U )→M ×G2, et de la projection πG2 : M ×G2 → G2, on construit
l’application
ψ = πG2 ◦Ψ : π
−1(U )→ G2.
Puisque qu’on ne peut de´finir d’action adjointe de G2 sur g = gl−1 ⊕ g2,
l’action adjointe doit eˆtre remplace´e par l’action a` gauche de type adjointe
Ad de G3 sur g, de´finie en (1.7). Nous allons donc de´finir une notion de
de´rivation formelle, qui est une application ℓ : G2 → G3, G2-e´quivariante :
∀g2 ∈ G2, ℓ ◦Rg2 = Rg2 ◦ ℓ, (2.2)
ou`, dans le terme de droite, l’action Rg2 est l’action a droite d’un e´le´ment du
groupe G2 canoniquement plonge´ dans G3 (1.13).
Dans le cas le plus ge´ne´ral, la de´rivation formelle d’un e´lement e2 ∈ F
2M
est :
ℓ(e2) = (e
µ
a, e
µ
ab, e
µ
abc), (2.3)
2.1. CONSTRUCTION D’UNE CONNEXION DE CARTAN 35
ou` eµabc est le de´rive´ formel de e
µ
ab. Ainsi, on ve´rifie que l’on a bien :
ℓ(e2) · g2 = (e
µ
a, e
µ
ab, e
µ
abc) · (g
a
a′ , g
a
a′b′ , 0)
=
(
eµag
a
a′ , e
µ
abg
a
a′g
b
b′ + e
µ
ag
a
a′b′ ,
eµabcg
a
a′g
b
b′g
c
c′ + e
µ
abg
a
a′b′g
b
c′ + e
µ
abg
a
b′c′g
b
a′ + e
µ
abg
a
a′c′g
b
b′
)
= ℓ(e2 · g2).
On de´finit donc :
De´finition 2.1.2. Les symboles de la connexion de Cartan sont les com-
posantes de la 1-forme sur π−1(U ) ⊂ F 2M a` valeur dans l’alge`bre de Lie g
de´finie par :
Γ = Ad(ℓ(ψ))ω + ψdψ−1,
ou` ψ : π−1(U )→ G2, et d de´signe la diffe´rentielle sur F
2M .
La connexion de Cartan sur F 2M e´tant une connexion a` valeur dans
l’alge`bre de Lie gradue´e g = gl−1 ⊕ g2 = gl−1⊕gl0⊕gl1 (1.5), elle se de´compose
suivant la meˆme graduation en :
ω = (ωa, ωab, ω
a
bc),
avec ωa ∈ Ω1(F 2M, gl−1), ω
a
b ∈ Ω
1(F 2M, gl0) et ω
a
bc ∈ Ω
1(F 2M, gl1).
En utilisant le fait que, graˆce a` la trivialisation locale choisie de F 2M
(1.12), les coordonne´es d’un 2-repe`re ge´ne´ral (eµa, e
µ
ab) peuvent eˆtre con-
side´re´es comme des e´le´ments du groupe de structure G2, on de´finit les sym-
boles de la connexion de Cartan comme les composantes de la 1-forme :
Γ(e2, ω) = Ad(ℓ(e2))ω + e2de
−1
2 . (2.4)
Ainsi de´finis, les symboles de la connexion de Cartan restent bien invari-
ants sous l’action du groupe de structure G2 puisque :
Γg2 = Γ(Rg2e2, R
∗
g2
ω) = Ad(ℓ(e2 · g2))R
∗
g2
ω + e2 · g2d (e2 · g2)
−1
= Ad(ℓ(e2 · g2))Ad(g
−1
2 )ω + e2de
−1
2
= Γ(e2, ω).
La 1-forme Γ (2.4) peut, comme la connexion de Cartan, eˆtre de´compose´e
suivant la graduation de l’alge`bre de Lie g en :
Γ =
(
Γµ,Γµν ,Γ
µ
νρ
)
.
En utilisant l’expression locale de l’action du type action adjointe (1.8) et
l’expression ge´ne´rale de la de´rive´e formelle d’un 2-repe`re (2.3), on obtient
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donc que les symboles de la connexion de Cartan sur le fibre´ des 2-repe`res
s’e´crivent localement :
Γµ = eµaω
a,
Γµν = e
µ
aω
a
be
b
ν + e
µ
abω
aebν + e
µ
ade
a
ν , (2.5)
Γµνρ = e
µ
abcω
cebνe
a
ρ + e
µ
acω
ceaνρ + e
µ
abω
b
de
d
νe
a
ρ + e
µ
ace
c
νω
a
be
b
ρ
+ eµaω
a
be
b
νρ + e
µ
aω
a
bce
c
νe
b
ρ + e
µ
ade
a
νρ + e
µ
abd(e
b
νe
a
ρ) = Γ
µ
ρν .
Il est important de noter que la composante de plus haut poids Γµνρ est
bien une 1-forme a` valeur dans l’alge`bre de Lie gl2 puisqu’elle est symme´trique
en les indices du bas. De plus, on note que graˆce a` la trivialisation locale
choisie, i.e. graˆce au choix de jauge, les symboles de la connexion de Cartan
ne de´pendent plus que des indices de l’espace de base M .
2.1.3 Choix d’une connexion de Cartan
A` partir de la connexion de Cartan, on de´finit sa 2-forme de courbure Ω
par :
Ω = dω +
1
2
[ω, ω],
ou` Ω ∈ Ω2(F 2M, g). Cette 2-forme se de´compose e´galement suivant la gra-
duation de l’alge`bre de Lie g en :
Ω = (Ωa,Ωab,Ω
a
bc) ,
avec Ωa et (Ωab,Ω
a
bc) respectivement de´finis comme les 2-formes de torsion
et de courbure de la connexion de Cartan ω.
On peut alors montrer [21,22,28] qu’il existe des tenseursKabc, K
a
bcd, K
a
bcde
tels que la 2-forme de torsion s’e´crive :
Ωa =
1
2
Kabc ω
b ∧ ωc,
et la 2-forme de courbure (Ωab,Ω
a
bc) :
Ωab =
1
2
Kabcd ω
c ∧ ωd, Ωabc =
1
2
Kabcde ω
d ∧ ωe.
Le fibre´ des 2-repe`res tel que nous l’avons de´fini est un fibre´ de torsion
nulle. Nous allons donc nous restreindre a` l’utilisation des connexions de
Cartan de torsion e´galement nulle.
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Comme la forme de soudure θ = (θa, θab) sur F
2M est une 1-forme G2-
e´quivariante a` valeur dans la sous-alge`bre de Lie gl−1 ⊕ gl0, la 1-forme
ω = (θa, θab, ω
a
bc) ,
est une connexion de Cartan sur F 2M [27], et sa 2-forme de torsion est nulle :
Ωa = dωa + ωabω
b
= dθa + θab ∧ θ
b
= 0.
Les symboles d’une telle connexion de Cartan s’e´crivent alors :
Γµ = eµaθ
a = dxµ,
Γµν = e
µ
aθ
a
be
b
ν + e
µ
abθ
aebν + e
µ
ade
a
ν = 0,
Γµνρ = e
µ
abcθ
cebνe
a
ρ + e
µ
acθ
ceaνρ + e
µ
abθ
b
de
d
νe
a
ρ + e
µ
ace
c
νθ
a
be
b
ρ
+ eµaθ
a
be
b
νρ + e
µ
aω
a
bce
c
νe
b
ρ + e
µ
ade
a
νρ + e
µ
abd(e
b
νe
a
ρ),
=
(
eµabce
a
νe
b
ρe
c
λ + e
µ
abe
b
νλe
a
ρ + e
µ
abe
b
ρλe
a
ν
)
dxλ
+eµaω
a
bce
b
νe
c
ρ + d
(
eµae
a
νρ
)
.
Remarque 2.1.1. Les symboles associe´s a` la forme de soudure du fibre´ des
2-repe`res sont donc triviaux :
Γµ = dxµ, Γµν = 0.
Seul le symbole de plus haut poids, i.e. celui a` valeur dans l’alge`bre de Lie de
plus haut degre´ est non-trivial.
2.2 Les G-structures
2.2.1 De´finition
La notion de G-structure est une notion associe´e, en ge´ne´ral, au traite-
ment du fibre´ principal des repe`res line´aires L(M) [16], au-dessus d’une cer-
taine varie´te´M , qui est isomorphe au fibre´ des 1-repe`res de´fini en 1.1.2. Cette
notion peut eˆtre e´tendue au fibre´ des k-repe`res F kM [29]. Ces G-structures
sont alors appele´es G-structure d’ordre k [16].
De´finition 2.2.1. Soit M , une varie´te´ diffe´rentiable et F kM le fibre´ des
k-repe`res au-dessus de M , de groupe structural Gk. Soit G, un sous-groupe
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de Lie de Gk, on notera dans la suite G < Gk cette inclusion de groupes de
Lie. On appelle G-structure sur M , le sous-fibre´ principal P de F kM ayant
pour groupe de structure G < Gk.
Nous avons vu au chapitre pre´ce´dent que les coordonne´es d’un k-repe`re
quelconque peuvent, graˆce a` la trivialisation locale du fibre´ F kM , eˆtre con-
side´re´es comme un e´le´ment du groupe structural Gk = GL0 ⋉ · · ·⋉GLk−1.
De meˆme, dans le cas d’une G-structure, les coordonne´es locales triviali-
santes de´finies via le choix d’une section de re´fe´rence peuvent eˆtre conside´re´es
comme des e´le´ments du groupe de structure G. Le fait de re´duire le groupe
structural Gk a` G a donc pour principale conse´quence d’imposer des con-
ditions de compatibilite´ entre les coordonne´es de k-repe`res. Par exemple,
comme nous le verrons dans la suite, le fait de conside´rer la syme´trie projec-
tive laisse les coordonne´es d’ordre 1, eµa, libres mais contraint les suivantes.
2.2.2 G-structure et connexion de Cartan
Dans la de´finition des G-structures, les groupes G conside´re´s sont des
groupes d’isotropie du point 0 ∈ Rn [12]. Notre but est maintenant de cons-
truire une connexion de Cartan sur une G-structure, c’est a` dire, en pre-
mier lieu, trouver la ge´ome´trie de Klein mode`le. Pour cela, il faut trouver le
groupe total dont G est le sous-groupe d’isotropie. Dans le cas le plus ge´ne´ral,
pre´sente´ dans le paragraphe 2.1.1, nous avons utilise´ comme ge´ome´trie de
Klein mode`le (G2 ⋉GL−1, G2).
Dans le cas des G-structures, le groupe primordial n’est plus le groupe G
lui-meˆme, mais le groupe de transformations dont il est issu. Notre but prin-
cipal est l’e´tude des syme´tries projective et conforme via l’utilisation du fibre´
des 2-repe`res. Nous montrons qu’il est alors possible de de´finir les groupes
projectif et conforme comme groupes totaux des ge´ome´tries de Klein mode`les.
Il est aussi ne´cessaire de caracte´riser les groupes de structure associe´s. Nous
noterons donc S2, le groupe des 2-jets en 0 ∈ R
n des transformations pro-
jectives de Rn pre´servant ce point, et C2, le groupe des 2-jets en 0 ∈ R
n des
transformations conformes de Rn pre´servant ce point.
Nous allons maintenant e´tudier chacune des ces G-structures se´pare´ment.
2.3 La G-structure projective
Focalisons-nous, dans un premier temps, sur la G-structure projective,
et les proprie´te´s induites sur la connexion de Cartan associe´e. Nous nous
inte´resserons plus particulie`rement aux symboles de cette connexion de Car-
tan.
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De´finition 2.3.1. La G-structure projective est le sous-fibre´, note´ P 2M de
F 2M modele´ par la ge´ome´trie de Klein (SLn+1(R), S2).
2.3.1 Structure projective
Pour e´tudier la G-structure projective, il est d’abord ne´cessaire de cara-
cte´riser le groupe S2 de´terminant la ge´ome´trie de Klein mode`le. Pour cela,
commenc¸ons par e´tudier les transformations projectives de Rn.
Une transformation projective d’un point u ∈ Rn est de´finie par :
u ∈ Rn → u′ =
Au +B
Cu + d
∈ Rn, (2.6)
avec A ∈ GL(n,R), B ∈ Rn (vecteur), C ∈ Rn∗ (covecteur), d ∈ R \ {0}, et
la condition :
s =
(
A B
C d
)
∈ SLn+1(R). (2.7)
On peut donc de´finir l’action locale du groupe projectif sur Rn via l’action
du groupe SLn+1(R) sur l’ensemble des droites de R
n+1, l’espace projectif re´el
de dimension n, note´ RP n. En effet, on peut associer a` tout point u ∈ Rn le
point u˜ ∈ RP n de´fini par :
u˜ =
[
u
1
]
=
{
λ
(
u
1
)
∈ Rn+1
∣∣∣∣λ ∈ R \ {0}} .
L’action du groupe SLn+1(R) sur RP
n de´finie par :
∀s ∈ SLn+1(R), s · u˜ =
[
s ·
(
u
1
)]
,
engendre alors la transformation (2.6) recherche´e.
Le sous-groupe d’isotropie du point 0 ∈ Rn est donc engendre´ par les
e´le´ments s ∈ SLn+1(R) pre´servant la classe :
0˜ =
[
0
1
]
.
Ce qui impose, par rapport a` la transformation (2.6) :
B = 0.
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Une transformation de u ∈ Rn par un e´le´ment de ce sous-groupe s’e´crit alors
en coordonne´es locales :
ua 7→ ua
′
=
Aa
′
au
a
Ciui + d
. (2.8)
La condition (2.7) imposant d = det(A)−1 6= 0 permet de re´e´crire une telle
transformation :
ua 7→ ua
′
=
Âa
′
au
a
Ĉiui + 1
,
ou` Âa
′
a = A
a′
a/d et Ĉi = C/d.
Un e´le´ment s2 du sous-groupe S2, engendre´ par les 2-jets en 0 ∈ R
n de
(2.8) s’exprime donc localement s2 = (s
a′
a, s
a′
ab),
1 avec :
sa
′
a =
∂ua
′
∂ua
∣∣∣∣
u=0
= Âa
′
a,
sa
′
ab =
∂2ua
′
∂ua∂ub
∣∣∣∣
u=0
= −Âa
′
aĈb − Â
a′
bĈa.
Les jets du second ordre ne sont donc plus inde´pendants des jets du premier
ordre. Pour obtenir une relation entre les coordonne´es des 2-jets inde´pendam-
ment des parame`tres de la transformation, on note l’identification directe :
sa
′
a = Â
a′
a,
et on de´finit :
sa =
−1
(n+ 1)
sa
′
abs
b
a′ = Ĉa.
Ainsi, les coordonne´es du premier ordre sa
′
a ne sont pas contraintes et :
sa
′
ab = −s
a′
asb − s
a′
bsa.
Le groupe S2 est donc parame´tre´ par le couple (s
a′
a, sa).
Proposition 2.3.1. Les e´lements du groupe S2 s’e´crivant localement
s2 = (s
a′
a,−s
a′
asb − s
a′
bsa),
peuvent e´tre repre´sente´s matriciellement par un e´le´ment, note´ s˜2, du groupe
SLn+1(R) de´fini par :
s˜2 =
(
sa
′
a 0
sa 1
)
. (2.9)
1Comme dans le cas des groupes diffe´rentiels, le but de ces 2-jets e´tant fixe´ a` 0 ∈ Rn,
on l’omet syste´matiquement.
2.3. LA G-STRUCTURE PROJECTIVE 41
Preuve. D’abord, il est e´vident que l’e´le´ment neutre du groupe S2 est repre´sente´
par l’identite´ sur groupe SLn+1(R).
Ensuite, conside´rons deux e´lements s2 = (s
a′
a,−s
a′
asb − s
a′
bsa) et
s′2 = (s
a
a′′ ,−s
a
a′′sb′′ − s
a
b′′sa′′) de S2. Leur produit s’e´crit :
s2 · s
′
2 =
(
sa
′
as
a
a′′ ,−s
a′
as
a
a′′
(
sb′′ + sbs
b
b′′
)
− sa
′
as
a
b′′ (sa′′ + s
a
a′′sa)
)
,
et est donc repre´sente´ par :(
sa
′
as
a
a′′ 0
sa′′ + s
a
a′′sa 1
)
∈ SLn+1(R).
Or, le produit matriciel des deux repre´sentants, s˜2 et s˜′2, de s2 et s
′
2 respec-
tivement est bien :
s˜2 · s˜′2 =
(
sa
′
a 0
sa 1
)
·
(
saa′′ 0
sa′′ 1
)
=
(
sa
′
as
a
a′′ 0
sas
a
a′′ + sa′′ 1
)
.
Le repre´sentant d’un produit et donc bien le produit des repre´sentants.
Enfin, l’inverse d’un e´le´ment s2 est de´fini par (1.3) :
s−12 = (s
a
a′ , s
a
a′b′),
avec :
saa′s
a′
b = δ
a
b,
saa′b′ = s
a
a′s
b
b′sb + s
a
b′s
b
a′sb.
s−12 est donc repre´sente´ par la matrice :
s˜−12 =
(
saa′ 0
−saa′sa 1
)
,
et il est aise´ de ve´rifier que :
s˜−12 = s˜2
−1.

Soit S1 le groupe des 1-jets en 0 ∈ R
n de (2.8). Le noyau de la projection
̟21 : S2 → S1 est de´fini par :
Ker(̟21) = SL1 = {(δ
a′
a,−s
a′
asb − s
a′
bsa) ∈ S2}.
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Comme dans le cas ge´ne´ral, on pose, par de´finition S1 = SL0. Ainsi, le groupe
S2 se de´compose en produit semi-direct :
S2 = SL0 ⋉ SL1,
avec, pour repre´sentant matriciel respectif des e´le´ments de sl0 ∈ SL0 et
sl1 ∈ SL1 :
s˜l0 =
(
sa
′
a 0
0 1
)
, s˜l1 =
(
1 0
sa 1
)
.
Le groupe des 2-jets en 0 ∈ Rn des transformations projectives isotropes
peut donc eˆtre vu comme un sous-groupe de ces transformations, et donc
comme un sous-groupe de SLn+1(R). Nous pouvons donc bien choisir comme
groupe total de la ge´ome´trie de Klein mode`le le groupe projectif :
SLn+1(R) = S2 ⋉ SL−1.
Au niveau infinite´simal, l’alge`bre de Lie sln+1(R) du groupe projectif se
de´compose en la somme directe :
sln+1(R) = sl−1 ⊕ sl0 ⊕ sl1.
Les conditions sur les e´le´ments du second ordre de S2 se reportent alors
sur les e´lements de l’alge`bre de Lie sln+1(R) par :
∀X = (Xa, Xab, X
a
bc) ∈ sl(n+ 1,R), ∃Xa, X
a
bc = −δ
a
bXc − δ
a
cXb.(2.10)
Un e´le´ment de l’alge`bre de Lie sln+1(R) est donc caracte´rise´ par (X
a, Xab, Xb),
avec Xa ∈ sl−1, X
a
b ∈ sl0 et Xc ∈ sl1.
Proposition 2.3.2. Tout e´le´ment X ∈ sln+1(R) admet pour repre´sentant
matriciel :
X˜ =
(
X˜ab X˜
a
X˜b −X˜
a
a
)
, (2.11)
avec
Xa = X˜a
Xab = X˜
a
b − δ
a
b X˜
c
c (2.12)
Xb = X˜b.
Remarque 2.3.1. Ce parame´trage est en concordance avec le fait que nous
avons pose´ comme parame`tre pour les transformations finies Â = A/d. Ce
qui se traduit au point de vue infinite´simal par Xab = X˜
a
b − δ
a
bX˜
c
c.
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Preuve. Le crochet de Lie de deux e´le´ments X, Y ∈ sln+1(R) est caracte´rise´
par (1.6) :
([X, Y ]a, [X, Y ]ab, [X, Y ]b)
avec
[X,Y ]a = XabY
b − Y abX
b,
[X, Y ]ab = X
a
cY
c
b − δ
a
bXcY
c −XbY
a − (X ↔ Y ) , (2.13)
[X, Y ]b = XaY
a
b − YaX
a
b.
Soient les repre´sentants matriciel respectif X˜ et Y˜ de X,Y ∈ sln+1(R)
2,
X˜ =
(
Xab X
a
Xb 0
)
, Y˜ =
(
Y ab Y
a
Yb 0
)
,
leur commutateur est alors3 :
[X˜, Y˜ ] = X˜Y˜ − Y˜ X˜ =
(
X0 X−1
X1 X
)
,
avec
X−1 = X
a
bY
b − Y abX
b,
X0 = X
a
bY
b
c +X
aYc − Y
a
bX
b
c − Y
aXc,
X1 = XaY
a
b − YaX
a
b,
X = XbY
b − YbX
b.
On obtient donc le re´sultat attendu :
[X, Y ]a = X−1,
[X,Y ]ab = X0 − δ
a
bX,
[X,Y ]b = X1.

De´finition de l’action de S3 sur sln+1(R)
Comme vu au paragraphe 2.1.2, pour expliciter la composante locale de
la connexion de Cartan dans le cas ge´ne´ral, il est ne´cessaire de de´finir l’action
2Xab et Y
a
b e´tant des e´le´ments de sl0, ils sont de trace nulle.
3ou` le produit est le produit matriciel usuel
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du type action adjointe de G3 sur g. Dans le cas de la G-structure projective,
il est donc ne´cessaire de restreindre cette action (1.7) a` l’action de S3 sur
sln+1(R).
Les e´le´ments s3 ∈ S3 sont de´finis comme e´tant les 3-jets en 0 ∈ R
n des
transformations (2.8), i.e. :
S3 ∋ s3 =
(
sa
′
a, s
a′
ab, s
a′
abc
)
,
avec
sa
′
ab = −s
a′
asb − s
a′
bsa,
sa
′
abc = 2
(
sa
′
asbsc + s
a′
bsasc + s
a′
csasb
)
. (2.14)
Notons que l’ope´ration de de´rivation formelle de sa
′
ab conduit au meˆme re´sultat
que le calcul direct des 3-jets des transformations (2.8).
Les e´le´ments du groupe S3 sont donc, eux aussi, caracte´rise´s par le couple
de parame`tres (sa
′
a, sa). En appliquant les contraintes (2.14) et (2.10) a` la
de´finition de l’action du type action adjointe (1.7), on obtient :
∀s3 ∈ S3, X = (X
a, Xab, X
a
bc) ∈ sl, Ad(s3)X = X
′ = (Xa
′
, Xa
′
b′ , X
a′
b′c′),
avec :
Xa
′
= sa
′
aX
a,
Xa
′
b′ = s
a′
aX
a
bs
b
b′ − s
a′
aX
asbs
b
b′ − δ
a′
b′saX
a,
Xa
′
b′c′ = −δ
a′
b′Xc′ − δ
a′
c′Xb′ ,
ou` :
Xb′ = s
b
b′Xb − saX
asbb′sb + saX
a
bs
b
b′ .
En utilisant les e´critures matricielles (2.9) et (2.11), on remarque que
l’action du type action adjointe de S3 sur sln+1(R) est e´quivalente a` l’action
adjointe matricielle entre leur repre´sentants :
∀s˜2 =
(
sa
′
a 0
sa 1
)
, X˜ =
(
Xab X
a
Xb 0
)
,
Ad(s˜2)X˜ = s˜2X˜ (s˜2)
−1 remplacera le calcul via Ad(ℓ(s2)) ·X.
Dans la suite, nous allons donc remplacer le produit au sens des repe`res par
le produit matriciel. Cette substitution nous e´vite donc d’utiliser l’ope´ration
de de´rivation formelle ℓ (2.3), fastidieuse d’un point de vue calculatoire.
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2.3.2 Les 2-repe`res projectifs
De´finition 2.3.2. Les 2-repe`res projectifs sont de´finis comme e´tant les sec-
tions particulie`res de la G-structure projective P 2M ⊂ F 2M suivantes [27] :
e2 = (x
µ, eµa, e
µ
ab) telle que ∃ea, e
µ
ab = −e
µ
aeb − e
µ
bea. (2.15)
Remarque 2.3.2. Nous verrons dans la suite que ce choix de section, e´quivalent
a` un choix de jauge en physique, permet un parame´trage optimal de la con-
nexion de Cartan projective.
Par conse´quent, un 2-repe`re projectif sera caracte´rise´ par le couple de
parame`tres (eµa, ea), avec :
ea =
−1
(n+ 1)
eµabe
b
µ.
Un 2-repe`re projectif pourra donc, comme e´le´ment du groupe S2, eˆtre
repre´sente´ par la matrice :
e˜2 =
(
eµa 0
ea 1
)
. (2.16)
Nous avons de´fini, dans le premier chapitre, la notion de repe`re inverse
1.1.7. Pour les 2-repe`res projectifs, il est toujours possible de de´finir un in-
verse :
e2
−1 = (xµ, eaµ, e
a
µν),
avec :
eaµe
µ
a = δ
µ
ν ,
eaµν = e
a
µe
b
νeb + e
a
νe
b
µeb.
En de´finissant :
eµ =
1
(n+ 1)
eaµνe
ν
a,
on obtient donc que l’inverse d’un 2-repe`re projectif est caracte´rise´ par le
couple (eaµ, eµ), avec eµ = −e
b
µeb, et a pour repre´sentant matriciel :(
eaµ 0
−ebµeb 1
)
= (e˜2)
−1 .
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2.3.3 Connexion de Cartan projective
De´finition 2.3.3. Une connexion de Cartan sera dite projective si elle est
de´finie sur une G-structure projective.
Comme dans le cas ge´ne´ral du traitement du fibre´ des 2-repe`res, nous
allons nous limiter aux connexions de Cartan de torsion nulle.
Une connexion de Cartan projective est donc une 1-forme sur P 2M a`
valeur dans l’alge`bre de Lie sln+1(R) = sl−1 ⊕ sl0 ⊕ sl1 caracte´rise´e par [13,
16,21,27] :
ω = (θa, θab, ωb) telle que ω
a
bc = ω
a
cb = −δ
a
bωc − δ
a
cωb ∈ Ω
1(P 2M, sl1).
La 1-forme de soudure (θa, θab) sur P
2M s’e´crit, dans le syste`me de coor-
donne´es locales des 2-repe`res projectifs :
θa = eaµdx
µ, θab = δ
a
b e
c
νecdx
ν + eaνebdx
ν + eaµde
µ
b. (2.17)
Les symboles de cette connexion de Cartan sont de´finis, comme dans le
cas ge´ne´ral, par les composantes de la 1-forme sur P 2M :
Γ = Ad(ℓ(e2))ω + e2de2
−1, (2.18)
ou` e2 ∈ P
2M . Mais, dans le cas de la G-structure projective, nous avons vu
que l’action de type adjointe Ad peut eˆtre traduite en terme d’action adjointe
sous forme matricielle. Les repre´sentants matriciels respectifs de la connexion
de Cartan ω et de la 1-forme Γ sont de´finis graˆce au parame´trage de l’alge`bre
de Lie sln+1(R), (2.11), par :
ω˜ =
(
θab θ
a
ωb 0
)
, Γ˜ =
(
Γµν Γ
µ
Γν 0
)
. (2.19)
On obtient donc :
Γ˜ = Ad(e˜2)ω˜ + e˜2d (e˜2)
−1 ,
ce qui s’e´crit explicitement :
Γ˜ =
 eµaθabebν − eµaθaebνeb + eµadeaν eµaθa
eaθabe
b
νωbe
b
ν − eaθ
aebνeb − e
b
νdeb eaθ
a
 .
Les symboles d’une connexion de Cartan projective sont alors :
Γµ = eµaθ
a,
Γµν = e
µ
aθ
a
be
b
ν − e
µ
aθ
aebνeb + e
µ
ade
a
ν − δ
µ
νeaθ
a, (2.20)
Γν = ebθ
bede
d
ν − ebθ
b
de
d
ν + e
d
νded − ωce
c
ν .
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Ce re´sultat est en accord avec le re´sultat pre´sente´ par S. Kobayashi et T.
Nagano dans [21]. L’avantage de notre me´thode est une meilleure distinction
entre les espaces source et but, permettant une application imme´diate aux
outils physiques.
En tenant compte des expressions locales de la forme de soudure ainsi
que la contrainte impose´e sur les 2-repe`res projectifs (2.15), on obtient :
Γµ = dxµ,
Γµν = 0,
Γν = ebece
b
νe
c
ρdx
ρ + ωbe
b
ν − d
(
ebνeb
)
.
Remarque 2.3.3. Notre choix des 2-repe`res projectifs nous permet de retrou-
ver les deux premiers symboles de la connexion de Cartan Γµ = dxµ et
Γµν = 0. L’information reste ainsi code´e principalement dans le symbole de
plus haut poids.
Nous allons maintenant prouver que les symboles de la connexion de
Cartan projective de´pendent uniquement du point de l’espace de base au-
dessus duquel ils sont de´finis. Pour cela, nous utilisons la me´thode pre´sente´e
par [28] dans le cas d’une connexion affine.
Tout d’abord, rappelons la de´finition de la courbure de la connexion de
Cartan projective :
Ω = dω +
1
2
[ω, ω]
⇒

Ωa = dθa + θabθ
b,
Ωab = dθ
a
b + θ
a
cθ
c
b − δ
a
bωcθ
c − ωbθ
a,
Ωc = dωc + ωdθ
d
c.
Il a e´te´ montre´, [16,21] que cette 2-forme de courbure peut s’e´crire localement
comme :
Ωa =
1
2
Kaijθ
i ∧ θj,
Ωab =
1
2
Kabijθ
i ∧ θj,
Ωc =
1
2
K cijθ
i ∧ θj.
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On obtient donc ainsi les expressions des de´rive´es des composantes de la
connexion de Cartan suivantes :
dθa = Ωa − θabθ
b,
dθab = Ω
a
b − θ
a
cθ
c
b + δ
a
bωcθ
c + ωbθ
a,
dωc = Ωc − ωdθ
d
c.
Or, en utilisant l’expression locale des symboles de la connexion de Cartan,
on obtient :
deaν = e
a
µΓ
µ
ν − θ
a
be
b
ν + e
b
νebθ
a + eaνebθ
b,
deb = e
ρ
bΓρ − ebecθ
c + eaθ
a
b + ωb.
En utilisant cela, on obtient l’expression de la diffe´rentielle totale du symbole
de plus bas degre´ :
dΓµ = eµaΩ
a − ΓµνΓ
ν .
On utilise maintenant que l’ope´rateur diffe´rentiel est un ope´rateur nilpotant,
i.e. d2 = 0, pour en de´duire l’expression des diffe´rentielles totales des deux
symboles restants :
dΓµν = e
µ
aΩ
a
be
b
ν − e
µ
aΩ
aebνeb − δ
µ
νeaΩ
a
−ΓνΓ
µ − δµνΓρΓ
ρ − ΓµρΓ
ρ
ν
dΓρ = e
a
ρeaecΩ
ceaΩabe
b
ρ − e
b
ρΩb − ΓνΓ
ν
ρ.
On obtient donc le lien suivant entre la 2-forme de courbure de la connexion
de Cartan et la courbure des symboles :
dΓ˜ +
1
2
[Γ˜, Γ˜] = Ad(e˜)Ω˜,
ou` nous utilisons les parame´trages matriciels (2.16) et (2.19) pour e2, ω et Γ
respectivement.
Alors, en utilisant le fait que, dans le cas d’une connexion de Cartan de
torsion nulle, le symbole d’ordre 0 est nul (Γµν = 0), on obtient
∂Γµ
∂eνa
= 0 =
∂Γµ
∂ea
∂Γµ
∂eνa
= 0 =
∂Γµ
∂ea
.
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Et donc, aussi :
∂Γµν
∂eρa
= 0 =
∂Γµν
∂ea
.
Les symboles de la connexion de Cartan projective de´pendent donc unique-
ment du point de l’espace de base au-dessus duquel ils sont de´finis. Ce qui
signifie aussi qu’ils se projettent trivialement sur cet espace de base.
2.3.4 Comportement sous diffe´omorphismes des sym-
boles de la connexion de Cartan projective
Pour caracte´riser les symboles de la connexion de Cartan projective, il est
ne´ce´ssaire d’e´tudier leurs lois de transformation sous l’action des diffe´omorphismes
de la varie´te´ de base M , releve´s sur le fibre´ des 2-repe`res projectifs P 2M .
Commenc¸ons donc par de´finir la notion de releve´ d’un diffe´omorphisme
de M .
Releve´s des diffe´omorphismes
De´finition 2.3.4. Soit un diffe´omorphisme projectif ϕ : M →M . On de´finit
le releve´, par une section e2, de ce diffe´omorphisme sur P
2M , comme e´tant
la section du fibre´ des 2-repe`res projectifs suivante :
e′2 : M → P
2M
x 7→ j2x(ϕ) · e2(x),
ou` j2x(ϕ) ∈ P
2M .
Soit le repre´sentant polynomial de la section e2, f2(u) de´fini par :
fµ2 (u) = x
µ + eµau
a +
1
2
eµabu
aub,
avec eµab = −e
µ
aeb − e
µ
bea.
Le releve´ par la section e2 d’un diffe´omorphisme ϕ : M → M est alors
de´fini, dans un syste`me de coordonne´es locales par :
j2x(ϕ) · j
2
0(f2) = j
2
0(φ ◦ f2) = (x
µ′ , eµ
′
a, e
µ′
ab).
Comme j2x(ϕ) est un e´le´ment de P
2M , son e´criture dans un syste`me de
coordonne´es locales est :
j2x(ϕ) = (ϕ
µ′ , ϕµ
′
µ, ϕ
µ′
µν),
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avec :
ϕµ
′
µ = ∂µϕ
µ′ ,
ϕµ
′
µν = ∂µ∂νϕ
µ′ = −ϕµ
′
µϕν − ϕ
µ′
νϕµ, (2.21)
ou` ϕν =
−1
(n+ 1)
ϕµ
′
µνϕ
µ
µ′ .
On obtient alors comme expression locale du releve´ d’un diffe´ormorphisme
ϕ : M →M par une section de P 2M :
xµ
′
= ϕµ
′
(x),
eµ
′
a = ϕ
µ′
µe
µ
a,
eµ
′
ab = −ϕ
µ′
µe
µ
a (ϕνe
ν
b + eb)− ϕ
µ′
µe
µ
b (ϕνe
ν
a + ea) .
Action des diffe´omorphismes sur Γ
La connexion de Cartan e´tant une 1-forme a` valeur dans l’alge`bre de Lie
sln+1(R) vue comme alge`bre de Lie du groupe SLn+1(R) agissant sur R
n, elle
est invariante sous l’action releve´e des diffe´omorphimes de M . Notons :
ϕ∗Γ = Γ(e′2, ω) =
(
Γµ
′
,Γµ
′
ν′ ,Γν′
)
.
Les coordonne´es locales de ϕ∗Γ sont alors relie´es aux coordonne´es locales de
Γ par :
Γµ
′
= ϕµ
′
µΓ
µ,
Γµ
′
ν′ = ϕ
µ′
µ
(
Γµν − ϕνdx
µ − δµνϕρdx
ρ − ϕµρ′dϕ
ρ′
ν
)
ϕνν′ ,
Γν′ = ϕ
ν
ν′
(
Γν + e
d
νedϕρdx
ρ + ϕνϕρdx
ρ + ebθ
bϕν − ϕρe
ρ
bθ
b
de
d
ν + e
d
νd (ϕρe
ρ
d)
)
.
En utilisant l’expression locale de la forme de soudure sur P 2M (2.17),
on obtient :
Γµ
′
= ϕµ
′
µΓ
µ,
Γµ
′
ν′ = ϕ
µ′
µ
(
Γµν − ϕνdx
µ − δµνϕρdx
ρ − ϕµρ′dϕ
ρ′
ν
)
ϕνν′ , (2.22)
Γν′ = ϕ
ν
ν′ (Γν + ϕνϕρdx
ρ + dϕν) .
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Il est important de noter ici qu’en tenant compte du fait que ϕ est un
diffe´omorphisme projectif, i.e. ve´rifie les conditions (2.21), les deux premiers
symboles de la connexion de Cartan se transforment comme des tenseurs :
Γµ
′
= ϕµ
′
µΓ
µ,
Γµ
′
ν′ = ϕ
µ′
µΓ
µ
νϕ
ν
ν′ .
En revanche le terme de plus haut poids se transforme de fac¸on inhomoge`ne.
Ce terme inhomoge`ne peut en fait eˆtre interpre´te´ comme une ge´ne´ralisation
de la notion de de´rive´e de Schwarz pour le diffe´ormorphisme ϕ en dimension
supe´rieure a` 1.
2.3.5 Connexion de Cartan et de´rive´e de Schwarz
Pour faire cette e´tude, nous allons commencer par nous restreindre au cas
ou` la varie´te´ de base M est unidimensionnelle. On pourra donc poser comme
labels de carte {x} sur M et {a} sur Rn.
1. Cas unidimensionnel
De´finition usuelle de la de´rive´e de Schwarz
La de´rive´e de Schwarz est une notion de´finie pour le groupe des
diffe´omorphismes de la droite projective RP 1 (ou du cercle S1) par
l’expression suivante [30,31] :
∀f ∈ Diff+(RP
1), x 7→ f(x), Sxx(f) =
f ′′′
f ′
−
3
2
(
f ′′
f ′
)2
, f ′ =
df
dx
.
La de´rive´e de Schwarz posse`de alors deux proprie´te´s fondamentales :
(a) C’est un 1-cocycle sur Diff+(RP
1) a` valeur dans les diffe´rentielles
quadratiques, i.e. elle ve´rifie :
∀f, g ∈ Diff(RP 1), Sxx(f ◦ g) = Sxx(f) ◦ g ·
(
dg
dx
)2
+ Sxx(g).
(b) Le noyau de cette de´rive´e est le groupe des transformations pro-
jectives, i.e.
Sxx(f) = 0⇔ f(x) =
ax+ b
cx+ d
, avec ad− bc = 1.
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Connexion de Cartan projective unidimensionnelle et de´rive´e
de Schwarz
Pour e´tudier la connexion de Cartan projective dans le cas unidimen-
sionnel, quelques remarques sur les 2-repe`res projectifs sont ne´cessaires.
En effet, les contraintes (2.15) deviennent, dans le cas unidimensionnel :
∃ ea telle que e
µ
aa = −2e
µ
aea,
i.e., il n’y a plus de contrainte sur les 2-repe`res projectifs. En posant
dimM = n = 1 pour (2.22), on obtient l’e´criture locale des symboles
de la connexion de Cartan projective suivante :
Γx = dx,
Γxx = 0,
Γxxx = e
a
xω
a
aa −
1
2
(eaxxe
x
a)
2 dxx + d (eaxxe
x
a)
notation
= Γx.
L’action d’un releve´ de diffe´omorphisme sur les symboles est alors :
Γx
′
= ϕx
′
xΓ
x,
Γx
′
x′ = ϕ
x′
xΓ
x
xϕ
x
x′ = Γ
x
x,
Γx
′
x′x′ = ϕ
x
x′
(
Γxxx −
(
ϕx
′
xxxϕ
x
x′ −
3
2
(
ϕx
′
xxϕ
x
x′
)2)
dx
)
,
⇒ Γx
′
x′x′ = ϕ
x
x′ (Γ
x
xx − S(ϕ)xxdx) .
La de´rive´e de Schwarz apparaˆıt donc naturellement comme le terme
inhomoge`ne (par rapport a` la loi de transformation des tenseurs) dans
la loi de transformation du symbole de plus haut poids de la connexion
de Cartan projective unidimensionnelle (de torsion nulle).
Nous allons maintenant ve´rifier qu’il est possible, graˆce a` ce re´sultat,
de de´finir une notion de de´rive´e de Schwarz en dimension supe´rieure.
2. Dimension quelconque
Dans le cas ou` la dimension de la varie´te´ M est quelconque, i.e. n > 1,
la loi de transformation des coefficients de la composante locale de la
connexion de Cartan projective est (2.22). On pose donc :
Γν′ = ϕ
ν
ν′ (Γν + S(ϕ)νρ) ,
avec, par de´finition :
S(ϕ)νρ = ϕνϕρ + ∂ρϕν .
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L’espace P 2M est, graˆce a` la ge´ome´trie de Cartan choisie, localement
isomorphe a` l’espace quotient SLn+1(R)/S2. Or, S2 e´tant un sous-
groupe d’isotropie du groupe SLn+1(R) agissant surRP
n, par de´finition,
l’espace quotient SLn+1(R)/S2 est isomorphe a` l’espace re´el projectif
RP n. Localement, la G-structure projective est donc isomorphe a` l’es-
pace re´el projectif.
Proposition 2.3.3. La quantite´ :
S(ϕ)νρ = ϕνϕρ + ∂ρϕν ,
ve´rifie les deux proprie´te´s fondamentales de la de´rive´e schwarzienne sur
les diffe´omorphismes de RP n.
De´monstration. Pour montrer que S(ϕ)νρ est un 1-cocycle sur les dif-
fe´omorphismes de RP n a` valeur dans les diffe´rentielles quadratiques,
e´valuons d’abord :
(ϕ ◦ ψ)ν =
−1
(n+ 1)
(ϕ ◦ ψ)µ”µν (ϕ ◦ ψ)
µ
µ”
=
1
(n+ 1)
(
ϕµ”µ′ν′ψ
µ′
µψ
ν′
ν + ϕ
µ”
µ′ψ
µ′
µν
)(
ψµρ′ϕ
ρ′
µ”
)
= ϕ ν′ψ
ν′
ν + ψν .
Ainsi, on retrouve bien le re´sultat attendu :
S(ϕ ◦ ψ)νρ = S(ψ)νρ + ψ
ν′
νψ
ρ′
ρS(ϕ)ν′ρ′ .
Ensuite, il est aise´ de ve´rifier que S(ϕ)νρ = 0 implique le fait que
ϕ est une transformation projective, i.e. ve´rifie la condition ϕµ
′
µν =
−ϕµ
′
µϕν − ϕ
µ′
νϕµ. 
La loi de transformation sous l’action de releve´s de diffe´omorphismes
deM sur la G-structure projective P 2M nous permet donc de proposer
un bon candidat ge´ne´ralisant la notion de de´rive´e de Schwarz pour des
espaces de dimension supe´rieure a` 1.
Des e´tudes sur la notion de de´rive´e de Schwarz pour les diffe´omorphismes
projectifs sur des varie´te´s de dimension supe´rieure a` 1 ont de´ja` e´te´ mene´e
[30–32]. Malheureusement, notre e´tude ne peut eˆtre compare´e a` celles-ci
puisque l’ope´rateur que nous proposons comme ge´ne´ralisation de la de´rive´e
de Schwarz est un 1-cocycle sur les diffe´omorphismes de RP n a` valeur dans
les diffe´rentielles quadratiques, alors que celui propose´ dans les e´tudes cite´es
est un 1-cocycle sur les diffe´omorphismes a` valeur dans Hom(S2, C∞(M)).
Cependant, il est inte´ressant de noter que, d’un point de vue local, notre
ope´rateur et le terme d’ordre nul de l’ope´rateur propose´ dans [32] co¨ıncident.
54 CHAPITRE 2. CONNEXION DE CARTAN
2.4 La G-structure conforme
Dans cette section, nous allons nous focaliser sur la G-structure conforme
en utilisant la meˆme me´thode que pre´ce´demment.
De´finition 2.4.1. La G-structure conforme est le sous-fibre´, note´ C2M de
F 2M mode´le´ par la ge´ome´trie de Klein (COn(R), C2).
2.4.1 Structure conforme
Pour de´finir convenablement ce qu’est une transformation conforme, nous
allons les de´finir via les transformations projectives de RP n+1, l’espace des
droites de Rn+2, pre´servant l’espace des quadriques isotropes.
Choisissons comme me´trique sur Rn+2, la me´trique G repre´sente´e par la
matrice4 :
(G) =
 1Ip,q 0
0
0 1
1 0
 ,
ou` 1Ip,q de´signe la me´trique plate de signature (p, q) sur l’espace R
n=p+q.
L’espace des quadriques isotropes est alors de´fini comme l’ensemble :
Q = {X ∈ Rp+1,q+1\{0}|XX = 0},
ou` X = X tG.
Un vecteur X ∈ Rp+1,q+1\{0} peut toujours s’e´crire localement :
X =
xa
b
 avec { x ∈ Rp,q,
a, b ∈ R
.
L’ensemble des quadriques isotropes Q est alors engendre´ par les vecteurs
X ∈ Rp+1,q+1 tels que :
xx+ 2ab = 0.
Comme il est toujours possible de reparame´trer le vecteur X de telle fac¸on
que le parame`tre a soit non nul, on pose :
X ∈ Q ⇔ X =
 xa
−xx
2a
 .
4Par abus de notation, nous de´signerons maintenant la me´trique G et son repre´sentant
matriciel de fac¸on identique.
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Puisque
∀λ ∈ R\{0}, X ∈ Q ⇒ λX ∈ Q,
nous conside`rerons dans la suite, non pas l’espace des quadriques isotropes
total, mais l’espace quotient :
Q/R\{0} = (Sp × Sq) /Z2 = Rp,q,
ou` Rp,q de´signe le compactifie´ conforme de Rp,q.
Notons [X] la classe d’e´quivalence engendre´e par X ∈ Q dans Rp,q :
[X] = {λX|λ ∈ R \ {0}, X ∈ Q} .
On choisira donc comme repre´sentant d’une telle classe, le vecteur :
X˜ =
 x1
−xx
2
 .
Une transformation conforme de Rp,q est alors engendre´e par l’action du
groupe orthogonal O(n+ 2,R) sur Rn+2 restreinte ensuite sur Rp,q.
Un e´le´ment quelconque du groupe orthogonal O(n+2,R) peut eˆtre e´crit
sous forme matricielle :
o =
 A B CD a b
E c d
 ,
ou` A est une matrice carre´e re´elle de dimension n, B,C ∈ Rp,q sont des
vecteurs, D,E ∈ Rp,q∗ des covecteurs et a, b, c, d ∈ R, tels que :
o ∈ O(n+ 2,R)⇐⇒ oo = G.
La G-structure conforme a pour groupe de structure l’ensemble des 2-jets
en 0 ∈ Rp,q des transformations conformes pre´servant ce point. En premier
lieu, il est donc ne´cessaire de caracte´riser ces transformations, puis leur 2-jets.
Le point 0 ∈ Rp,q est repre´sente´ par la classe [0] ∈ Rp,q de´finit par :
[0] =
01
0
 .
L’action de o ∈ On+2(R) sur [0] se traduit par :
[0] 7→ o[0] =
Ba
c
 .
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Les transformations conformes engendrant la G-structure conforme devant
pre´server le point 0 ∈ Rp,q, cela impose comme conditions :
B = 0, c = 0.
On peut alors expliciter les conditions sur les autres e´le´ment de la matrice o
impose´ par le fait que o ∈ On+2(R). Les transformations conformes pre´servant
0 ∈ Rp,q sont donc engendre´es par l’action des e´le´ment o de On+2(R) sur Rp,q
de la forme :
o =

A 0 C
−aCA a −CC
2
0 0 a−1
 ,
avec A ∈ O(n,R), C ∈ Rp,q et a ∈ R \ {0}.
On obtient donc l’action projective locale sur Rp,q du sous-groupe con-
forme pre´servant 0 ∈ Rp,q :
ua ∈ Rp,q 7→ ua
′
=
Aa
′
au
a − 1
2
gabu
aubCa
′
a
(
−Ci′Ai
′
iu
i + 1 + 1
4
gijgk′l′uiujCk
′C l′
) , (2.23)
ou` gab est la me´trique plate sur R
p,q.
Un e´le´ment c2 du groupe C2, engendre´ par les 2-jets en 0 ∈ R
p,q de cette
transformation s’exprime donc localement c2 = (c
a′
a, c
a′
ab) avec :
ca
′
a =
Aa
′
a
a
,
ca
′
ab =
Aa
′
agi′j′C
j′Ai
′
b + A
a′
bgi′j′C
j′Ai
′
a − gabC
a′
a
.
Comme dans le cas du groupe de structure de laG-structure projective, on
note que les jets du second ordre de´pendent des jets du premier ordre. On va
donc chercher a` exprimer cette contrainte inde´pendamment des parame`tres
de la transformation. Pour cela, on de´finit :
ca =
1
n
ca
′
abc
b
a′ =
gi′j′A
i′
aC
j′
a
.
Ainsi, en utilisant la condition A ∈ O(n,R), on obtient :
ca
′
a = c
a′
a avec la contrainte ga′b′c
a′
ac
b′
b = gab
et,
ca
′
ab = c
a′
acb + c
a′
bca − gabg
cdca
′
ccd.
Les e´le´ments du groupe C2 sont donc parame´tre´s par le couple (c
a′
a, ca).
2.4. LA G-STRUCTURE CONFORME 57
Proposition 2.4.1. Les e´le´ments du groupe C2 s’e´crivant localement
c2 = (c
a′
a, c
a′
acb + c
a′
bca − gabg
cdca
′
ccd)
peuvent eˆtre repre´sente´s matriciellement par un e´le´ment, note´ c˜2, du groupe
On+2(R) de´fini par :
c˜2 =

ca
′
a 0 g
a′b′cbb′cb
−ca 1
−gabcacb
2
0 0 1
 , (2.24)
avec ga′b′c
a′
ac
b′
b = g
ab.
Preuve. Il est d’abord e´vident que l’e´le´ment neutre du groupe C2 est repre´sente´
par l’identite´ du groupe On+2(R).
Ensuite, conside´rons deux e´le´ments c′2 =
(
ca
′′
a′ , c
a′′
a′cb′ + c
a′′
b′ca′ − ga′b′g
c′d′ca
′′
c′cd′
)
et c2 =
(
ca
′
a, c
a′
acb + c
a′
bca − gabg
cdca
′
ccd
)
. Leur produit s’e´crit :
c′2 · c2 =
(
ca
′′
a′c
a′
a, c
a′′
a′c
a′
a
(
cb
′
b cb′ + cb
)
+ ca
′′
b′c
b′
b
(
ca
′
aca′ + ca
)
−
gabg
cdca
′′
a′c
a′
c
(
cd
′
dcd′ + cd
))
,
et est donc repre´sente´ par :
ca
′′
a′c
a′
a 0 g
a′′b′′cbb′c
b′
b′′
(
cb + c
d′
dcd′
)
−
(
ca + c
a′
aca′
)
1
−gab
“
ca+ca
′
aca′
”“
cb+c
b′
b
cb′
”
2
0 0 1
 ∈ On+2(R).
Or, le produit matriciel des deux repre´sentants, c˜2 et c˜′2, de c2 et c
′
2 respec-
tivement est bien :
c˜′2 · c˜2 =

ca
′′
a′ 0 g
a′′b′′cb
′
b′′cb′
−ca′ 1
−ga
′b′ca′cb′
2
0 0 1
 ·

ca
′
a 0 g
a′b′cbb′cb
−ca 1
−gabcacb
2
0 0 1

=

ca
′′
a′c
a′
a 0 g
a′′b′′cbb′c
b′
b′′
(
cb + c
d′
dcd′
)
−
(
ca + c
a′
aca′
)
1
−gab
“
ca+ca
′
aca′
”“
cb+c
b′
b
cb′
”
2
0 0 1
 .
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Le produit des repre´sentants est donc bien le repre´sentant du produit.
Enfin, l’inverse d’un e´le´ment c2 est de´fini par (1.3) :
c2
−1 = (caa′ , c
a
a′b′) ,
avec
caa′c
a′
b = δ
a
b ,
caa′b′ = −c
a
a′c
b
b′cb − c
a
b′c
b
a′cb + ga′b′g
c′d′cac′c
d
d′cd.
c−12 est donc repre´sente´ par la matrice :
c˜−12 =

caa′ 0 −g
abcb
cac
a
a′ 1
−gabcacb
2
0 0 1
 ,
et il est aise´ de ve´rifier que :
c˜−12 = c˜2
−1.

Soit C1 le groupe des 1-jets en 0 ∈ R
p,q de la transformation (2.23). Le
noyau de la projection ̟21 : C2 → C1 est de´fini par :
Ker(̟21) = CO1 =
{(
δa
′
a, c
a′
acb + c
a′
bca − gabg
cdca
′
ccd
)
∈ C2
}
.
Comme dans le cas ge´ne´ral, on pose, par de´finition C1 = CO0. Ainsi, le
groupe C2 se de´compose en produit semi-direct :
C2 = CO0 ⋉ CO1,
avec pour repre´sentants matriciels respecifs des e´le´ments co0 ∈ CO0 et co1 ∈ CO1 :
c˜o0 =
 caa′ 0 00 1 0
0 0 1
 , c˜o1 =
 1In 0 gabcb0 1 −gabcacb
2
0 0 1
 .
Le groupe C2 peut donc eˆtre caracte´rise´ comme un sous-groupe isotrope
du groupe conforme. Nous pouvons donc choisir, comme pour la G-structure
projective, le groupe conforme comme groupe total de la ge´ome´trie de Klein
mode`le :
COn(R) = C2 ⋉ CO−1,
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ou`, pour garder des notation homoge`nes, on pose CO−1 = GL−1 ≃ R
n.
Au point de vue infinite´simal, l’alge`bre de Lie con(R) du groupe conforme
se de´compose en la somme directe :
con(R) = co−1 ⊕ co0 ⊕ co1.
Les conditions sur les e´le´ments du premier et second ordres du groupe
total C2 se reportent en les conditions suivantes sur les e´le´ments de l’alge`bre
de Lie co0 ⊕ co1 :
∀X = (Xa, Xab, X
a
bc) ∈ con(R) , g
acXbc + g
bcXac −
2
n
gabXcc = 0 (2.25)
∃Xa, X
a
bc = δ
a
bXc + δ
a
cXb − gbcg
adXd.
Un e´le´ment de l’alge`bre de Lie con(R) est donc parame´tre´ par le triplet
(Xa, Xab, Xb), avec X
a ∈ on+2(R)−1, X
a
b ∈ co0 et Xb ∈ co1.
Proposition 2.4.2. Tout e´le´ment X ∈ con(R) admet pour repre´sentant ma-
triciel :
X˜ =

X˜ab X˜
a gabX˜b
−X˜b x˜ 0
−gabX˜
a 0 −x˜
 , (2.26)
avec :
Xa = X˜a,
Xab = X˜
a
b − δ
a
b x˜, (2.27)
Xb = X˜b.
Remarque 2.4.1. Ce parame´trage de l’alge`bre de Lie est en accord avec le
parame´trage des transformations conformes finies, ca
′
a =
Aa
′
a
a
. Ceci se traduit
en effet d’un point de vue infinite´simal par : Xab = X˜
a
b − δ
a
b x˜.
Preuve. Le crochet de Lie de deux e´le´ments X, Y ∈ co est caracte´rise´ par
(1.6) :
([X, Y ]a, [X, Y ]ab, [X, Y ]b) ,
avec :
[X, Y ]a = XabY
b − Y abX
b
[X, Y ]ab = X
a
cY
c
d + δ
a
bXcY
c +XbY
a − gacg
bdXdY
c − (X ↔ Y )
[X, Y ]a = XcY
c
a − YcX
c
a
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Soient les repre´sentants matriciels respectifs X˜ et Y˜ de X, Y ∈ co,
X˜ =
 Xab Xa gabXb−Xb 0 0
−gabX
a 0 0
 , Y˜ =
 Y ab Y a gabYb−Yb 0 0
−gabY
a 0 0

leur commutateur est alors5 :
[X˜, Y˜ ] = X˜Y˜ − Y˜ X˜ =
 X0 X−1 X1−X1 x 0
X−1 0 −x
 ,
avec :
X−1 = X
a
bY
b − Y abX
b,
X0 = X
a
bY
b
c −X
aYc − gcdg
abXbY
d − (X ↔ Y ),
X1 = XbY
b
c − YbX
b
c,
x = −XbY
b.
Le crochet de Lie (sur l’alge`bre de Lie des matrices) des repre´sentants est
donc bien le repre´sentant du crochet de Lie. 
2.4.2 De´finition de l’action de C3 sur co
Comme pour la construction des symboles de la connexion de Cartan dans
le cas de la G-structure projective, il est ne´cessaire, pour e´tudier la connexion
de Cartan dans le cas de la G-structure conforme, de de´finir l’action du type
action adjointe de C3 sur co. Pour cela, on restreint l’action de´finie par (1.7)
a` la G-structure conforme.
Les e´le´ments c3 ∈ C3 sont de´finis comme e´tant les 3-jets en 0 ∈ R
p,q des
transformations (2.23), i.e :
C3 ∋ c3 = (c
a′
a, c
a′
ab, c
a′
abc),
avec :
ga′b′c
a′
ac
b′
b = gab
ca
′
ab = c
a′
acb + c
a′
bca − gabg
cdca
′
ccd
ca
′
abc = 2(c
a′
acbcc + c
a′
bcacc + c
a′
ccacb)− (2.28)
−
1
2
gklckcl
(
gabc
a′
c + gbcc
a′
a + gacc
a′
b
)
−gklca
′
kcl (gabcc + gaccb + gbcca) .
5Le commutateur est ici le commutateur usuel de deux matrices.
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De meˆme que dans le cas projectif, les e´le´ments de C3 s’obtiennent de la
de´rivation formelle des e´le´ments de C2 comme du calcul direct des 3-jets des
transformations (2.23).
Les e´le´ments du groupe C3 sont donc, eux aussi, caracte´rise´s par le couple
de parame`tres (ca
′
a, ca). En appliquant alors les contraintes (2.28) et (2.25) a`
la de´finition de l’action du type action adjointe (1.7), on obtient :
∀c3 ∈ C3, X = (X
a, Xab, X
a
bc) ∈ con(R), Ad(c3)X = X
′ =
(
Xa
′
, Xa
′
b′ , X
a′
b′c′
)
,
avec
Xa
′
= ca
′
aX
a,
Xa
′
b′ = c
a′
aX
acbb′cb + δ
a′
b′caX
a − gb′c′g
a′d′cc
′
aX
acdd′cd + c
a′
aX
a
bc
b
b′ ,
Xa
′
b′c′ = δ
a′
b′Xc′ + δ
a′
c′Xb′ − gb′c′g
a′d′Xd′ ,
ou` Xb′ = caX
acbb′cb −
1
2
gabg
klckclX
acbb′ + caX
a
bc
b
b′ +Xbc
b
b′ .
Il est alors aise´ de ve´rifier que les repre´sentations matricielles d’un e´le´ment
du groupe C2 (2.24) et d’un e´le´ment de l’alge`bre de Lie con(R) (2.26) permet-
tent de caracte´riser l’action du type action adjointe de C3 sur con(R), dans
le cas de la G-structure conforme, par l’action adjointe matricielle usuelle.
Nous avons donc, comme dans le cas de laG-structure projective l’e´quivalence
suivante :
Ad(ℓ(c2)) ·X ⇐⇒ Ad(c˜2)X˜ = c˜2X˜c˜2
−1,
et nous pouvons remplacer le produit au sens des repe`res par le produit
matriciel.
2.5 Les 2-repe`res conformes
De´finition 2.5.1. Les 2-repe`res conformes sont de´finis comme e´tant les sec-
tions particulie`res de la G-structure conforme C2M ⊂ F 2M suivantes :
e2 = (x
µ, eµa, e
µ
ab)
avec :
gµνe
µ
ae
ν
b = ρ(x)gab,
∃eb telle que e
µ
ab = e
µ
aeb + e
µ
bea − gabg
cdeµced. (2.29)
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Par conse´quent, un 2-repe`re conforme sera caracte´rise´ par le couple de
parame`tres (eµa, ea), avec :
ea =
1
n
eµabe
b
µ.
Un 2-repe`re conforme e2 pourra donc, comme un e´le´ment du groupe de
structure C2 eˆtre repre´sente´ par une matrice de On+2(R), note´e e˜2 :
e˜2 =

eµa 0 g
µνebνeb
−ea 1 0
0 0 1
 .
Nous avons de´fini, dans le premier chapitre, la notion de repe`re inverse
1.1.7. Pour les 2-repe`res conformes, il est toujours possible de de´finir un
inverse :
e2
−1 = (xµ, eaµ, e
a
µν),
avec :
gabe
a
µe
b
ν = ρ
−1gµν ,
eaµν = −e
a
µe
b
νeb − e
a
νe
b
µeb + gµνg
ρλeaρe
b
λeb.
L’inverse d’un 2-repe`re conforme a donc bien comme repre´sentant matriciel
l’inverse du repre´sentant du 2-repe`re :
e˜−12 =

eaµ 0 −g
abeb
eae
a
µ 1 0
0 0 1
 = e˜2−1.
2.5.1 Connexion de Cartan conforme
De´finition 2.5.2. Une connexion de Cartan sera dite conforme si elle est
de´finie sur la G-structure conforme.
Comme dans le traitement de la G-structure projective, et le cas ge´ne´ral,
nous allons nous limiter aux connexions de Cartan de torsion nulle.
Une connexion de Cartan conforme est donc une 1-forme sur C2M a`
valeur dans l’alge`bre de Lie con(R) = co−1 ⊕ co0 ⊕ co1 se caracte´risant par :
ω = (θa, θab, ωc) telle que g
acθbc + g
bcθac −
2
n
gabθcc = 0,
ωabc = δ
a
bωc + δ
a
cωb − gbcg
adωd.
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La 1-forme de soudure (θa, θab) sur C
2M s’e´crit, dans le syste`me de coor-
donne´es locales des 2-repe`res conformes :
θa = eaµdx
µ, (2.30)
θab = −e
a
µebdx
µ − δabe
c
µecdx
µ + gbdg
acedµecdx
µ + eaµde
µ
b.
Les symboles de la connexion de Cartan de torsion nulle, de´finie sur la
G-structure conforme C2M sont donc de´finis comme les composantes de la
1-forme :
Γ = Ad(ℓ(e2))ω + e2de
−1
2 .
Comme dans le cas de la G-structure projective, nous avons vu que les
e´le´ments du groupe de structure C2 et de l’alge`bre de Lie co peuvent eˆtre
repre´sente´s par des matrices, de fac¸on a` pouvoir remplacer l’action du type
action adjointe (1.7) par l’action adjointe matricielle. En choisissant comme
repre´sentants matriciels respectifs de la connexion de Cartan ω et de la 1-
forme Γ, les matrices :
ω˜ =
 θab θa gabωb−ωb 0 0
−gabθ
a 0 0
 , Γ˜ =
 Γµν Γµ gµνΓν−Γν 0 0
−gµνΓ
µ 0 0
 ,
et en utilisant la relation :
Γ˜ = Ad(e˜2)ω˜ + e˜2de˜2
−1,
on obtient explicitement :
Γ˜ =

eµaθ
a
be
b
ν + e
µ
aθ
aebνeb − gabg
cdθaeµce
b
νed
+eµade
a
ν
eµaθ
a ∗
−eaθ
a
b e
b
ν − ωbe
b
ν − eaθ
aebνeb
+1
2
gabg
cdθaebνeced + e
a
µdea
−eaθ
a ∗
∗ 0 ∗

ou` les ∗ remplacent les termes redondants.
Ainsi, les symboles de la connexion de Cartan conforme sont :
Γµ = eµaθ
a
Γµν = e
µ
aθ
a
be
b
ν + e
µ
aθ
aebνeb − gabg
cdθaeµce
b
νed + δ
µ
νeaθ
a + eµade
a
ν , (2.31)
Γν = −e
a
νeaecθ
c +
1
2
gacg
klekele
a
νθ
c − eae
b
νθ
a
b − e
a
νωa + e
a
νdea.
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Ce re´sultat est en parfait accord avec le re´sultat pre´sente´ par K. Ogiue
dans [22]. Mais notons que par cette e´tude, l’approche est syste´matique pour
toute G-structure, et, de plus, nous avons toujours une distinction claire entre
l’espace source et l’espace but.
En prenant en compte les expressions locales de la forme de soudure sur
la G-structure conforme, ainsi que la condition sur les 2-repe`res conformes
(2.29), on obtient :
Γµ = dxµ,
Γµν = 0,
Γν = eaece
a
νe
c
ρdx
ρ +
1
2
gbdg
aceaece
b
νe
d
ρdx
ρ − eaνωa + d(e
a
νea).
Remarque 2.5.1. Comme dans l’e´tude de la G-structure projective, le choix
de 2-repe`res conformes permet de parame´trer la connexion de Cartan con-
forme de manie`re optimale, i.e. toute l’information est code´e dans le symbole
de plus haut poids.
Comme dans le cas projectif, nous avons montre´ que les symboles de la
connexion de Cartan conforme de torsion nulle se projettent triviallement
sur l’espace de base (voir Annexe B).
2.5.2 Comportement des symboles de la connexion de
Cartan conforme
Pour caracte´riser le symbole de la connexion de Cartan conforme, nous
allons, comme pour l’e´tude des symboles de la connexion de Cartan projec-
tive, e´tudier leur loi de transformation sous l’action des diffe´omorphismes de
la varie´te´ de base M , releve´s sur la G-structure conforme.
Releve´s des diffe´omorphismes
De´finition 2.5.3. Soit un diffe´omorphisme conforme ϕ : M → M . On
de´finit le releve´, par une section e2, de ce diffe´omorphisme sur C
2M , comme
e´tant la section du fibre´ des 2-repe`res conformes suivante :
e′2 : M → C
2M
x 7→ j2x(ϕ) · e2(x)
,
ou` j2x(ϕ) ∈ C
2M .
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En utilisant exactement la meˆme me´thode que dans le cas de l’e´tude de
la connexion de Cartan projective, 2.3.4, on obtient l’expression locale du
releve´ d’un diffe´omorphisme ϕ : M →M par une section de C2M suivante :
e′2 = (x
µ′ , eµ
′
a, e
µ′
ab),
avec :
xµ
′
= ϕµ
′
(x),
eµ
′
a = ϕ
µ′
µe
µ
a,
eµ
′
ab = ϕ
µ′
µe
µ
a (ϕνe
ν
b + eb) + ϕ
µ′
µe
µ
b (ϕνe
ν
a + ea)− gabg
cdϕµ
′
µe
µ
c (ϕνe
ν
d + ed) ,
ou` :
ϕµ
′
µν = ∂µ∂νϕ
µ′ = ϕµ
′
µϕν + ϕ
µ′
νϕµ − gµνg
ρλϕµ
′
ρϕλ, (2.32)
permet de de´duire que :
⇒ ϕν =
1
n
ϕµ
′
µνϕ
µ
µ′ .
Action des diffe´omorphismes sur Γ
Graˆce au fait que la connexion de Cartan est invariante sous l’action des
diffe´omorphismes de la base M , nous obtenons que les symboles de la con-
nexion de Cartan se transforment suivant :
Γµ
′
= ϕµ
′
µΓ
µ,
Γµ
′
ν′ = ϕ
µ′
µ
(
Γµν + ϕνdx
µ + δµνϕρdx
ρ − gλνg
µρϕρdx
λ
)
ϕνν′ ,
Γρ′ = ϕ
ρ
ρ′
(
Γ ρ −
1
2
gρλg
µνϕµϕνdx
λ + ϕρϕλdx
λ − dϕρ
)
.
Tout comme dans le cas de la connexion de Cartan projective, en tenant
compte du fait que ϕ est un diffe´omorphisme conforme, i.e. ve´rifie la condition
(2.32), les deux premiers symboles de la connexion de Cartan conforme se
transforment comme des tenseurs.
Γµ
′
= ϕµ
′
µΓ
µ,
Γµ
′
ν′ = ϕ
µ′
µΓ
µ
νϕ
ν
ν′ .
Nous allons voir que, tout comme dans le cas projectif, le terme inhomoge`ne
dans la loi de transformation du terme de plus haut poids peut eˆtre interpre´te´
comme une ge´ne´ralisation possible de la de´rive´e de Schwarz en dimension
supe´rieure.
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2.5.3 Connexion de Cartan conforme et de´rive´e de Schwarz
Dans le cas unidimensionnel, on note que les cas conforme et projectif sont
e´quivalents. L’e´tude dans le cas conforme sera donc exactement identique
a` celle du cas projectif, et donnera exactement les meˆmes re´sultats. Nous
allons donc directement traiter le cas de dimension quelconque. La loi de
transformation du symbole de plus haut poids est :
Γρ′ = ϕ
ρ
ρ′
(
Γ ρ + S(ϕ)ρλdx
λ
)
,
avec, par de´finition :
S(ϕ)ρλ = −
1
2
gρλg
µνϕµϕν + ϕρϕλ − ∂λϕρ.
Graˆce a` la ge´ome´trie de Cartan choisie, le fibre´ C2M est isomorphe a` l’espace
quotient COn(R)/C2. Or, C2 e´tant un sous-groupe d’isotropie de COn(R)
agissant sur Rp,q, par de´finition, l’espace quotient COn(R)/C2 est isomor-
phe au compactifie´ conforme Rp,q. Donc, localement, le fibre´ des 2-repe`res
conformes est isomorphe a` Rp,q.
Proposition 2.5.1. La quantite´ :
S(ϕ)ρλ = −
1
2
gρλg
µνϕµϕν + ϕρϕλ − ∂λϕρ,
ve´rifie les deux proprie´te´s fondamentales de la de´rive´e schwarzienne sur les
diffe´omorphimes conformes de Rp,q.
Preuve. Pour montrer que S(ϕ)ρλ est un 1-cocycle sur les diffe´omorphismes
de Rp,q a` valeur dans les diffe´rentielles quadratiques, on evalue d’abord :
(ϕ ◦ ψ)ρ =
1
n
(ϕ ◦ ψ)ρ
′
ρλ(ϕ ◦ ψ)
ρ
ρ′
=
1
n
(
ϕρ
′
ρ”λ”ψ
ρ”
ρ ψ
λ”
λ + ϕ
ρ′
ρ”ψ
ρ”
ρλ
)(
ψρρ”ϕ
ρ”
ρ′
)
= ψρ”ρϕρ” + ψρ.
On retrouve donc le re´sultat attendu :
S(ϕ ◦ ψ)ρλ = S(ψ)ρλ + ψ
ρ′
ρψ
λ′
λS(ϕ)ρλ.
Ensuite, il est aise´ de ve´rifier que S(ϕ)ρλ = 0 implique le fait que ϕ est une
transformation conforme, i.e. ve´rifie la condition
ϕµ
′
µν = ϕ
µ′
µϕν + ϕ
µ′
νϕµ − gµνg
ρλϕµ
′
ρϕλ.

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De plus, nous constatons que notre de´finition de la de´rive´e Schwarzienne
pour les diffe´omorphismes conformes est analogue, en expression locale, a` la
de´rive´e Schwarzienne propose´e par [33, 34]. L’avantage de notre proce´dure
est principalement le fait que la de´rive´e de Schwarz apparaˆıt naturellement
comme un terme inhomoge`ne dans la loi de transformation d’un symbole non
trivial de la connexion de Cartan conforme.
Nous nous sommes ici limite´s a` l’utilisation d’une connexion de Cartan
de torsion nulle particulie`re, en choisissant la forme de soudure comme deux
premie`res composantes. Ce choix nous permet des expressions locales sim-
ples tout en gardant, dans la composante de plus haut poids, un maximum
d’informations importantes. Lors de la re´duction du groupe de stucture nous
pouvons nous focaliser entie`rement sur cette dernie`re. Nous obtenons ainsi,
dans le cas des G-structures projective et conforme des champs de jauge aux
proprie´te´s interessantes, faisant notamment apparaˆıtre la de´rive´e de Schwarz
comme un terme inhomoge`ne dans leur loi de transformation.
La re´duction du groupe de structure nous permet aussi de de´finir un
parame´trage matriciel, que ce soit pour les groupes de structure, ou pour
les alge`bres de Lie. Ce parame´trage posse`de pour nous un double avantage.
D’une part, comme les G-structures que nous avons e´tudie´es sont des G-
structure d’ordre 2, i.e. tous les parame`tres apparaissent de`s le deuxie`me
ordre, l’ope´ration de de´rive´e formelle (2.2) n’est plus ne´ce´ssaire. D’autre
part, l’action de type action adjointe est remplace´e par l’action adjointe ma-
tricielle standard. Ces deux points sont primordiaux pour l’utilisation de ces
objets dans la de´finition d’une transformation de jauge, comme le pre´sente
le chapitre suivant.
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Chapitre 3
Connexion de Cartan et
transformations de jauge
En 1990, dans son article intitule´ « Gauge transformations out of diffeo-
morphisms » [9], A.M. Polyakov de´finissait, par une fixation de jauge par-
ticulie`re une transformation de jauge infinite´simale reproduisant l’action in-
finite´simale des diffe´omorphismes sur les champs de jauge. Au cours de ce
travail de the`se, il est montre´ que ce re´sultat, qualifie´ par A.M. Polyakov
lui-meˆme de « geometrical surprise », de´coule de l’utilisation d’une certaine
the´orie de jauge sur la G-structure projective unidimensionnelle [14].
Cet ultime chapitre pre´sente une the´orie de jauge sur G-structures pro-
jectives et conformes. Nous verrons alors que celle-ci permet de retrouver le
re´sultat attendu dans le cas unidimensionnel. Pour les espaces de dimension
supe´rieure, nous verrons qu’un terme supple´mentaire intervient, proportion-
nel a` la courbure des symboles de la connexion.
En premier lieu, nous ferons un bref rappel sur la version infinite´simale
des the´ories de jauge via l’utilisation d’une structure d’alge`bre BRS. Puis,
nous montrerons que cette the´orie s’applique facilement aux G-structures
projectives et conformes graˆce aux parame´trages matriciels pre´sente´s dans le
chapitre pre´ce´dent. Enfin, nous de´montrerons comment l’action infinite´simale
des diffe´omorphismes se retrouve graˆce aux transformations de jauge pro-
pose´es.
3.1 The´ories de jauge de type Yang-Mills dans
le formalisme BRS
Les the´ories de jauge non-abe´liennes, dites the´ories de type Yang-Mills,
permettent de de´crire efficacement la the´orie e´lectrofaible couple´e et la the´orie
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de l’interaction forte. L’utilisation des structures d’alge`bre BRS [35] permet
alors un traitement plus syste´matique, dissociant notamment les transforma-
tions de Lorentz des diffe´omorphismes dans une tentative de the´orie pour la
gravite´ quantique [36,37].
3.1.1 Alge`bre BRS pour les the´ories de jauge de type
Yang-Mills usuelles
Nous allons commencer par une rapide pre´sentation de construction de la
version infinite´simale d’une the´orie de jauge sur un fibre´ principal P (M,G),
via l’alge`bre BRS.
Les fondements de ce type de the´orie de jauge sont, d’une part, le rem-
placement de la connexion de Ehresmann par une connexion dite connexion
alge´brique, et, d’autre part, la modification de l’ope´rateur diffe´rentiel d en un
nouvel ope´rateur nilpotent :
D = d+ s,
ou` s est un ope´rateur associe´ a` l’alge`bre BRS que nous de´signerons dans
la suite sous les termes ope´rateur de BRS. Tous les champs ainsi traite´s
acquie`rent donc une bigraduation. La premie`re graduation est associe´e a` la
diffe´rentielle de De Rham usuelle, le degre´ associe´ sera alors de´signe´ sous
les termes degre´ diffe´rentiel. Le degre´ provenant de la seconde graduation,
associe´e a` l’ope´rateur de BRS, sera de´signe´ comme le degre´ fantoˆme. Ainsi,
la nilpotence de l’ope´rateur D = d + s implique la nullite´ de la somme
d’ope´rateurs :
d2 + ds+ sd+ s2 = 0.
Donc, ordre par ordre, en utilisant la nilpotence des ope´rateurs diffe´rentiel
et de BRS :
d2 = 0 et s2 = 0,
ceci impose leur relation d’anticommutation :
sd+ ds = 0.
Soit A , la connexion de Ehresmann sur le fibre´ principal P (M,G), i.e.
une 1-forme a` valeur dans l’alge`bre de Lie g. Notons A = σ∗A son image
re´ciproque sur M , obtenue graˆce a` une section σ du fibre´ P . Une transfor-
mation de jauge infinite´simale est alors de´finie, en terme de l’alge`bre BRS,
par :
sA = −dγ − [A, γ], (3.1)
sγ = −
1
2
[γ, γ],
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ou` γ est le pendant des parame`tres de jauge, commune´ment de´nomme´ fantoˆme
de Faddeev-Popov. Il est de´fini comme e´tant le ge´ne´rateur de l’alge`bre de
Grassmann du dual de l’alge`bre de Lie g, munie de l’ope´rateur s, a` valeur
dans l’alge`bre de Lie g. Le fantoˆme de Faddeev-Popov a donc pour degre´
fantoˆme 1 et pour degre´ diffe´rentiel 0.
Les transformations de jauge infinite´simales peuvent aussi eˆtre de´finies
par la condition d’horizontalite´ de Maurer-Cartan [36], encore appele´e For-
mule Russe par R. Stora (??) :
dA+
1
2
[A,A] = DA˘+
1
2
[A˘, A˘],
ou` A˘ = A+ γ. La 1-forme A˘ acquiert ainsi le statut de connexion alge´brique
[38] [8].
En the´orie de jauge classique, la courbure de la connexion de´finit les
champs physiques. Cette condition d’horizontalite´ de Maurer-Cartan im-
plique donc que les fantoˆmes de Faddeev-Popov ne contribuent pas dans
la description des the´ories classiques [39].
Les champs de jauge associe´s a` l’utilisation de la structure d’alge`bre BRS
sont alors les symboles de la connexion alge´brique A˘, i.e. les composantes
locales de la 1-forme sur M de´finie par :
A˘ = Ad(g)A˘+ gDg−1, g ∈ G ,
ou` G est le groupe de jauge.
En utilisant maintenant le lien entre connexion de Ehresmann et connex-
ion de Cartan, pre´sente´ dans le premier chapitre, nous allons appliquer cet
outil au cas des G-structures.
3.1.2 Alge`bre BRS sur les G-structures
Nous avons montre´ dans les deux chapitres pre´ce´dents le lien entre les
connexions de Ehresmann sur un certain fibre´ principal associe´ et les con-
nexions de Cartan sur une G-structure. Ce lien nous a notamment permis de
de´finir les symboles d’une connexion de Cartan (voir paragraphe 2.1.2). Nous
allons maintenant utiliser cette proprie´te´ pour de´finir les transformations de
jauge infinite´simales sur une G-structure.
Remarque 3.1.1. A` partir de maintenant, comme dans le cas du traitement
des G-structures au second chapitre, le groupe G de la G-structure de´signe
le groupe de structure de celle-ci, non pas le groupe de structure du fibre´
principal associe´ qui est G⋉GL−1 (voir paragraphe 2.2.2).
72 CHAPITRE 3. TRANSFORMATIONS DE JAUGE
Pour le moment, nous gardons le champ fantoˆme de Faddeev-Popov γ
le plus ge´ne´ral possible, i.e. nous le de´finissons comme la restriction du
fantoˆme de Faddeev-Popov de´fini sur le fibre´ associe´ a` la G-structure re-
streint sur celle-ci1. C’est donc une 1-forme sur l’espace de base M a` valeur
dans l’alge`bre de Lie gl−1⊕g. La connexion alge´brique permettant de de´finir
les transformations de jauge infinite´simales via l’ope´rateur de BRS s’obtient,
comme la connexion de Cartan, par restriction de la connexion alge´brique A˘
sur la G-structure.
˘(e∗2ω) = (e
∗
2ω) + γ = (e
∗
2ω)˘.
Les transformations de jauge infinite´simales sont donc obtenues par re-
striction de la condition d’horizontalite´ de Maurer-Cartan sur laG-structure :
D ˘(e∗2ω) +
1
2
[ ˘(e∗2ω),
˘(e∗2ω)] = d(e
∗
2ω) +
1
2
[(e∗2ω), (e
∗
2ω)].
On obtient ainsi les transformations de jauge infinite´simales suivantes :
s(e∗2ω) = −dγ − [(e
∗
2ω), γ], (3.2)
sγ = −
1
2
[γ, γ].
Les champs de jauge associe´s a` cette the´orie de jauge sont alors de´finis
comme les symboles de la connexion ˘(e∗2ω), i.e. les composantes locales de la
1-forme :
Γ˘ = Ad(ℓ(e2)) ˘(e∗2ω) + e2De
−1
2 ,
ou` e2 est un 2-repe`re de la G-structure conside´re´e.
Cette 1-forme se de´compose naturellement en une somme de deux termes.
le premier, note´ Γ, est de degre´ diffe´rentiel 1 et de degre´ fantoˆme nul. Il s’agit
de l’image re´ciproque2 du symbole de la connexion de Cartan ω. Le second,
note´ ̺, est de degre´ diffe´rentiel nul et de degre´ fantoˆme 1 :
Γ˘ = Ad(ℓ(e2))(e
∗
2ω) + e2de
−1
2︸ ︷︷ ︸
Γ
+Ad(ℓ(e2))γ + e2se
−1
2︸ ︷︷ ︸
̺
= Γ + ̺.
Comme la 1-forme ̺ est l’analogue de la 1-forme Γ pour le fantoˆme de
Faddeev-Popov, nous de´signerons ses composantes locales sous les termes
champs fantoˆmes.
1Par abus de notation, nous de´notons par le meˆme symbole le fantoˆme de Faddeev-
Popov sur le fibre´ associe´ et sur la G-structure. Le contexte permet, sans e´quivoque, de
de´terminer la de´finition approprie´e.
2Nous nous permettons de noter de la meˆme manie`re le symbole de la connexion de
Cartan et son image re´ciproque puisqu’il a e´te´ montre´ qu’il se projette trivialement sur la
base M .
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Il est inte´ressant de noter que, graˆce au parame´trage matriciel possible
dans le cas des G-structures, aussi bien projective (2.9)(2.11) que conforme
(2.24)(2.26), nous allons pouvoir, de`s maintenant, remplacer l’action de type
action adjointe Ad(ℓ(e2)) par l’action adjointe en terme de repre´sentants
matriciels. Notons
˜˘
(e∗2ω) et
˜˘
Γ les repre´sentants matriciels respectifs de ˘(e∗2ω)
et de Γ˘. Nous avons donc :
˜˘
Γ = Ad(e˜2)
˜˘
(e∗2ω) + e˜2De˜2
−1.
Il est alors aise´ de ve´rifier que :
˜˘
Γ = Γ˜ + ˜̺,
ou` ˜̺ est le repre´sentant matriciel de ̺, obtenu par :
˜̺= Ad(e˜2)γ˜ + e˜2se˜2−1.
On peut alors aise´ment de´duire l’action de l’ope´rateur de BRS sur les
2-repe`res associe´s a` la G-structure traite´e, en fonction des champs fantoˆmes
̺. L’action de l’ope´rateur de BRS sur les symboles de la connexion de Car-
tan et sur les champs fantoˆmes, via les repre´sentants matriciels, en de´coule
directement :
sΓ = −d̺− [Γ, ̺], s̺ = −
1
2
[̺, ̺]. (3.3)
3.2 Transformation de jauge unidimension-
nelle
Dans cette section, nous pre´sentons le re´sultat publie´ dans [14] (pre´sente´
dans l’annexe D).
Commenc¸ons par rappeler les expressions locales des symboles de la con-
nexion de Cartan projective3 unidimensionnelle :
Γx = dx ,
Γxx = 0 ,
Γxxx = e
u
xω
u
uu + d (e
u
xxe
x
u)−
1
2
(euxxe
x
u)
2 dx .
3ou bien conforme puisque les deux G-structures sont isomorphes dans le cas unidi-
mensionnel.
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La transformation de jauge des symboles de la connexion de Cartan s’e´crit
localement :
sΓx = −d̺x − ̺xxΓ
x,
sΓxx = −d̺
x
x − Γx̺
x − ̺xΓ
x,
sΓxxx = −d̺x − Γx̺
x
x.
Pour aller au dela`, il est ne´cessaire de spe´cifier l’expression locale des
champs fantomes ̺. Dans ce but, nous utilisons le fait que le repre´sentant
local sur l’espace de base de la connexion de Cartan, obtenu par son image
re´ciproque via une section e∗2ω est une 1-forme a` valeur dans l’alge`bre de Lie
sl−1 ⊕ sl0 ⊕ sl1. Un fantoˆme de Faddeev-Popov possible est donc :
γ = (e∗2ω) (ξ) = ω(e2∗ξ),
ou` ξ = ξx∂x est un champ de vecteurs fantoˆmes sur M . Ainsi, chaque com-
posante du fantoˆme de Faddeev-Popov s’exprime localement :
γa = θa,xξ
x = eaxξ
x, (3.4)
γaa = θ
a
a,xξ
x = (eaxxe
x
a + e
a
x∂xe
x
a) ξ
x, (3.5)
γaaa = ω
a
aa,xξ
x. (3.6)
La dernie`re information, ne´cessaire pour la de´termination totale des champs
fantoˆmes ̺ est l’action de l’ope´rateur de BRS sur les points de la G-structure.
Pour les trouver, on utilise le fait que l’on connaˆıt l’expression locale de la
forme de soudure et l’action de l’ope´rateur de BRS dessus. Ainsi :
sθa,x = ∂xγ
a + θaa,xγ
a − γaaθ
a
,x = ∂x
(
θa,xξ
x
)
,
sθaa,x = ∂xγ
a
a + ω
a
aa,xγ
a − γaaaθ
a
,x = ∂x
(
θaa,xξ
x
)
,
sωaaa,x = ∂xγ
a
aa + ω
a
aa,xγ
a
a − γ
a
aaθ
a
a,x = ∂x
(
ωaaa,xξ
x
)
.
On peut donc noter que, dans le cas unidimensionnel, l’action de l’ope´rateur
de BRS sur les composantes locales de la connexion de Cartan reproduisent
une de´rive´e de Lie :
sω = −d(ω(ξ)) = (iξd− diξ) =: Lξω,
ou` ξ porte le degre´ fantoˆme.
En utilisant l’expression locale de la forme de soudure unidimensionnelle :
θa = eaxdx
x, θaa = e
a
xde
x
a + e
a
xxe
x
adx
x .
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on obtient :
seax = sθ
a
,x = ∂x (e
a
xξ
x)
seaxx = e
a
x sθ
a
a,x + e
x
ae
a
xx se
a
x + e
x
a∂xe
a
xse
a
x − (e
a
x)
2 ∂x (se
x
a)
= ∂xe
a
xxξ
x + 2eaxx∂xξ
x + eax∂
2
xξ
x.
Ainsi, on obtient chaque composante du champ fantoˆme associe´ a` ce choix
de fantoˆme de Faddeev-Popov :
cx = exaγ
a = ξx,
cxx = e
x
aae
a
xγ
a + γaa + e
x
ase
a
x = ∂xξ
x (3.7)
cxxx =
1
2
(eaxx)
2 (exa)
3 γa + exaa (e
a
x)
2 γaa + γ
a
aae
a
x + 2e
x
aae
a
xse
a
x + e
x
ase
a
xx
= ∂2ξx +
(
∂xχx −
1
2
(χx)
2 + eaxω
a
aa,x
)
ξx (3.8)
= ∂2xξ
x + Γxxx,xξ
x.
Il s’agit bien des parame`tres de jauge obtenus par A.M. Polyakov dans [9]. De
manie`re explicite, les transformations de jauge infinite´simales des symboles
de la connexion de Cartan s’e´crivent :
sΓx,x = 0, sΓ
x
x,x = 0, sΓ
x
xx,x = ∂
3
xξ
x + ξx∂xΓ
x
xx,x + 2∂xξ
xΓxxx,x.
Nous obtenons donc, graˆce a` l’utilisation de la connexion de Cartan sur une
G-structure projective unidimensionnelle, d’une part, les variations nulles
des deux premiers symboles, impose´es par A.M. Polyakov pour pre´server
la structure. De plus, la variation du symbole de plus haut poids peut se
re´ecrire :
sΓxxx,x = ∂
3
xc
x + cx∂xΓ
x
xx,x + 2∂xc
xΓxxx,x,
ou` il est aise´ de ve´rifier que s2 = 0.
Il est alors quasi imme´diat de constater que dans le cas unidimensionnel, la
transformation de jauge que nous proposons reproduit l’action infinite´simale
des diffe´omorphismes de la base sur les symboles de la connexion de Cartan.
Nous allons maintenant traiter se´pare´ment les cas des G-structures pro-
jective et conforme pour expliciter, dans chaque cas, les transformations de
jauge infinite´simales en coordonne´es locales.
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3.3 Transformation de jauge projective
Dans cette section, nous allons nous consacrer pleinement au traitement
d’une the´orie de jauge infinite´simale sur la G-structure projective via l’utili-
sation de la connexion de Cartan associe´e.
Commenc¸ons par expliciter l’action de l’ope´rateur de BRS sur les com-
posantes de la connexion de Cartan projective. Pour cela, nous allons utiliser
le parame´trage de l’alge`bre de Lie sln+1(R), de´fini par (2.19), a` la fois pour
l’image re´ciproque de la connexion de Cartan et pour le fantoˆme de Faddeev-
Popov. Leurs repre´sentants matriciels respectifs sont alors4 :
(˜e∗2ω) =
(
Γab Γ
a
Γb 0
)
, γ˜ =
(
γab γ
a
γb 0
)
. (3.9)
L’action de l’ope´rateur BRS sur la connexion de Cartan projective s’ob-
tient, en terme des repre´sentants matriciels, par :
s(˜e∗2ω) = −dγ˜ − [(˜e
∗
2ω), γ˜].
En utilisant les e´quations (2.13), et en tenant compte du fait que les coeffi-
cients des matrices (3.9) sont des 1-formes de degre´s diffe´rentiels respectifs 1
et 0, et de degre´s fantoˆmes respectifs 0 et 1, on obtient, a` chaque ordre :
sΓa = −dγa − Γabγ
b − γabΓ
b,
sΓab = −dγ
a
b − Γ
a
cγ
c
b + δ
a
bΓcγ
c + Γbγ
a (3.10)
−γacΓ
c
b + δ
a
bγcΓ
c + γbΓ
a,
sΓb = −dγb − Γcγ
c
b − γcΓ
c
b.
En utilisant les expressions en coordonne´es locales des composantes de
la forme de soudure sur la G-structure projective (2.17), on peut alors en
de´duire l’action de l’ope´rateur de BRS sur les 2-repe`res projectifs. En effet :
Γa = eaµdx
µ ⇒ sΓa = s
(
Γaµdx
µ
)
= s
(
Γaµ
)
dxµ
⇒ seaµ = e
a
ρ∂µ
(
eρbγ
b
)
+ ecµecγ
a + eaµebγ
b − γabe
b
µ.
En utilisant la meˆme me´thode a` l’ordre suivant, on obtient directement :
Γab = δ
a
be
c
µecdx
µ + eaµebdx
µ + eaρde
ρ
b ⇒ sea =
1
(n+ 1)
s
(
Γka,µe
µ
k − ∂µe
µ
a
)
4Dore´navant, nous utiliserons donc la meˆme lettre Γ pour l’image re´ciproque et le
symbole de la connexion de Cartan. Ils seront diffe´rencie´s graˆce a` l’utilisation d’indices
latins pour l’image re´ciproque de la connexion de Cartan et d’indices grecs pour celle de
son symbole
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⇒ sea =
1
(n+ 1)
eµa∂µ∂λ
(
eλkγ
k
)
+ eµa∂µ
(
ekγ
k
)
− 2eaekγ
k
−ekρeke
λ
a∂λ
(
eρlγ
l
)
+ ekγ
k
a − e
µ
aωk,µγ
k + γa.
Ici, il est aise´ de ve´rifier que l’action de l’ope´rateur de BRS est nilpotente
sur les 2-repe`res (2.15) de la G-structure projective en tenant compte du fait
que la 2-forme de courbure Ωab est a` valeur dans l’alge`bre de Lie sl0, i.e. est
de trace nulle.
Puisque l’action de l’ope´rateur de BRS sur les 2-repe`res projectifs est
connue, on peut maintenant e´valuer l’expression, en coordonne´es locales, des
champs fantoˆmes, de´finis par :
̺µ = eµaγ
a,
̺µν = e
µ
aγ
a
be
b
ν − e
µ
aγ
aebνeb − δ
µ
νeaγ
a + eµase
a
ν ,
̺ν = eaγ
aebνeb − eaγ
a
be
b
ν − γbe
b
ν + e
a
νsea.
On obtient alors, ordre par ordre :
̺µ = eµaγ
a,
̺µν = ∂ν̺
µ, (3.11)
̺ν = −
1
(n+ 1)
∂ν∂λ̺
λ + Γλ,ν̺
λ.
Les champs fantoˆme de´pendent donc uniquement de la premie`re composante
du fantoˆme de Faddeev-Popov γa.
En utilisant ces re´sultats ainsi que (3.3), on obtient les transformations
de jauge infinite´simales sur la G-structure projective :
sΓµ = 0,
sΓµν = −d̺
µ
ν + δ
µ
νΓρ̺
ρ + Γν̺
µ + δµν̺ρΓ
ρ + ̺νΓ
µ, (3.12)
sΓν = −d̺ν − Γλ̺
λ
ν .
Remarque 3.3.1. On obtient les meˆmes re´sultats en appliquant l’ope´rateur
de BRS directement sur l’expression locale des symboles de la connexion de
Cartan projective (2.20).
Jusqu’a` pre´sent, les champs fantoˆmes utilise´s sont ge´ne´raux. La seule con-
trainte est ici le fait que le champs de Faddeev-Popov γ soit a` valeur dans
l’alge`bre de Lie sln+1(R). Nous allons maintenant montrer comment, graˆce a`
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la particularisation de ce champ de Faddeev-Popov, il est possible de retrou-
ver, dans le cas unidimensionel, l’action infinite´simale des diffe´omorphismes
sur les symboles de la connexion de Cartan.
Le champ de Faddeev-Popov est une 1-forme a` valeur dans l’alge`bre de
Lie sln+1(R), i.e. a` valeur dans la meˆme alge`bre de Lie que la connexion
de Cartan. Graˆce a` une section e2 de la G-structure projective P
2M , il est
donc possible de de´finir une 1-forme sur M a` valeur dans sln+1(R) par pull-
back de la connexion de Cartan, e∗2ω. Nous posons donc, comme fantoˆme de
Faddeev-Popov :
γ = (e∗2ω) (ξ), (3.13)
ou` ξ = ξµ∂µ est un champs de vecteur fantoˆme sur l’espace de base M .
Dans ces conditions, les composantes du fantoˆme Faddeev-Popov sont,
ordre par ordre :
γa = eaµξ
µ, γab =
(
δabe
c
µec + e
a
µeb + e
a
ρ∂µe
ρ
b
)
ξµ, γb = ωb,µξ
µ.
D’ou`, pour les champs fantoˆmes :
̺µ = ξµ, ̺µν = ∂νξ
µ, ̺ν = −
1
(n+ 1)
∂ν∂λξ
λ + Γλ,νξ
λ.
On obtient donc les transformations de jauge infinite´simales suivantes,
pour chaque composante des champs de jauge de la G-structure projective :
sΓµ,λ = 0,
sΓµν,λ = ∂λ∂νξ
µ − δµνΓρ,λξ
ρ − Γν,λξ
µ (3.14)
+δµν
(
−
1
(n+ 1)
∂ρ∂λξ
ρ + Γρ,λξ
ρ
)
+ δµλ
(
−
1
(n+ 1)
∂ρ∂νξ
ρ + Γρ,νξ
ρ
)
,
= ∂λ∂νξ
µ −
1
(n+ 1)
δµν∂ρ∂λξ
ρ −
1
(n+ 1)
δµλ∂ρ∂νξ
ρ + Ωµν,λρξ
ρ, (3.15)
sΓν,λ = −
1
(n+ 1)
∂λ∂ν∂ρξ
ρ + (∂λΓρ,ν) ξ
ρ + Γρ,ν∂λξ
ρ + Γρ,λ∂νξ
ρ.
Remarque 3.3.2. Si on restreint ce re´sultat au cas ou` la varie´te´ de base M
est unidimensionnelle, on retrouve :
sΓx,x = 0, sΓ
x
x,x = 0, sΓx,x = −
1
2
∂3xξ
x + ∂xΓx,xξ
x + 2Γx,x∂xξ
x.
C’est le re´sultat obtenu par A.M. Polyakov dans [9], que nous avons rede´montre´
dans [14].
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Inte´ressons nous maintenant a` l’action infinite´simale des diffe´omorphismes
sur les symboles de la connexion de Cartan.
L’action des diffe´omorphismes de la base sur les composantes des champs
de jauge projectifs est donne´e par (2.22) :
Γµ
′
= ϕµ
′
µΓ
µ,
Γµ
′
ν′ = ϕ
µ′
µ
(
Γµν − ϕνdx
µ − δµνϕρdx
ρ − ϕµρ′dϕ
ρ′
ν
)
ϕνν′ ,
Γν′ = ϕ
ν
ν′ (Γν + ϕνϕρdx
ρ + dϕν) .
Soit t, un parame`tre infinite´simal. La version infinite´simale des coor-
donne´es locales ϕµ
′
µ et ϕν sont alors :
ϕµ
′
µ → δ
µ′
µ + t∂µξ
µ′ , ϕν → −
t
(n+ 1)
∂µ∂νξ
µ.
Les transformations des symboles de la connexion de Cartan sont, au point
de vue infinite´simale :
Γµ
′
,λ′ → δ
µ′
µ
(
Γµ,λ + tξ
ρ∂ρΓ
µ
,λ − tδξΓ
µ
λ
)
δλλ′ ,
Γµ
′
ν′,λ′ → δ
µ′
µ
(
Γµν,λ + tξ
ρ∂ρΓ
µ
ν,λ − tδξΓ
µ
ν,λ
)
δνν′δ
λ
λ′ ,
Γν′,λ′ → (Γν,λ + tξ
ρ∂ρΓν,λ − tδξΓν,λ) δ
ν
ν′δ
λ
λ′ .
L’action infinite´simale des diffe´omorphismes sur les symboles de la connexion
de Cartan projective est la suivante :
δξΓ
µ
,λ = 0,
δξΓ
µ
ν,λ = −
1
(n+ 1)
δµν∂ρ∂λξ
ρ −
1
(n+ 1)
δµλ∂ρ∂νξ
ρ + ∂ν∂λξ
µ,
δξΓν,λ = −
1
(n+ 1)
∂λ∂ν∂ρξ
ρ + (∂ρΓλ,ν) ξ
ρ + Γρ,ν∂λξ
ρ + Γρ,λ∂νξ
ρ.
La transformation de jauge infinite´simale propose´e ne reproduit donc
pas exactement l’action infinite´simale des diffe´omorphismes projectifs sur les
symboles de la connexion de Cartan. En revanche, en utilisant la de´finition
de la courbure des symboles de la connexion de Cartan, donne´e ici graˆce aux
repre´sentants matriciels :
Ω˜ = dΓ˜ +
1
2
[Γ˜, Γ˜],
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on obtient, en utilisant le fait que Γµν = 0 :
Ωµ = dΓµ,
Ωµν = −ΓνΓ
µ − δµνΓρΓ
ρ,
Ων = −dΓν .
On trouve alors que la transformation de jauge infinite´simale du symbole de
plus haut poids se re´e´crit :
sΓν,λ = −
1
(n+ 1)
∂λ∂ν∂ρξ
ρ + (∂ρΓλ,ν − Ων,ρλ) ξ
ρ + Γρ,ν∂λξ
ρ + Γρ,λ∂νξ
ρ,
= δξΓν,λ −
1
2
Ων,ρλξ
ρ.
Ce qui peut se re´e´crire de manie`re plus intrinse`que :
sΓν = δξΓν + Ων(ξ).
La transformation de jauge que nous proposons est donc une de´formation
de l’action infinite´simale des diffe´omorphismes sur les symboles de la con-
nexion due au fait que la courbure n’est pas nulle. Ceci corrobore le re´sultat
que nous avions trouve´ dans le cas unidimensionnel, puisque, dans ce cas, la
courbure est identiquement nulle.
3.4 Transformations de jauge conformes
Nous allons maintenant nous consacrer au traitement des transformations
de jauge sur la G-structure conforme. Les me´thodes de calculs sont les meˆmes
que celles utilise´es dans la section pre´ce´dente. Nous allons donc ici nous li-
miter a` une bre`ve pre´sentation des re´sultats, la pre´sentation de´taille´e e´tant
en annexe (voir l’annexe C).
Comme pour l’e´tude des transformations de jauge infinite´simales sur laG-
structure projective, nous allons utiliser le parame´trage matriciel de l’alge`bre
de Lie on+2(R) de´fini par (2.26). Nous avons donc comme repre´sentants ma-
triciels respectifs de la connexion de Cartan conforme et du fantoˆme de
Faddeev-Popov :
(˜e∗2ω) =

Γ˜ab Γ˜
a gabΓ˜b
−Γ˜b 0 0
−gabΓ˜
a 0 0
 , γ˜ =

γ˜ab γ˜
a gabγ˜b
−γ˜b 0 0
−gabγ˜
a 0 0
 . (3.16)
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On obtient alors, via (3.2), ordre par ordre, l’action de l’ope´rateur de BRS
sur les composantes de la connexion de Cartan suivante :
sΓa = −dγa − Γabγ
b − γabΓ
b,
sΓab = −dγ
a
b − Γ
a
cγ
c
b −
(
δabΓc + δ
a
cΓb − gbcg
adΓd
)
γc (3.17)
−γacΓ
c
b −
(
δabγc + δ
a
cγb − gbcg
adγd
)
Γc,
sΓb = −dγb − Γcγ
c
b − γcΓ
c
b.
On peut ainsi en de´duire l’action de l’ope´rateur de BRS sur les coor-
donne´es locales des 2-repe`res conformes (voir Annexe C) :
seaµ = ∂µγ
a + Γab,µγ
b − γabΓ
b
,µ,
sea = 2eaelγ
l − gale
2γl − ekσeke
λ
a∂λe
σ
lγ
l + ekγ
k
a
−eµaΓb,µγ
b + γa −
1
n
eµa∂µ∂λ
(
eλbγ
b
)
+ eµa∂µelγ
l.
Ici, pour maintenir le fait que s2ea = 0, il faut imposer la condition de trace
nulle sur la 2-forme de courbure Ωab. Or, dans son article [22], K. Ogiue utilise
ce qu’il de´finit comme la connexion de Cartan normale (voir Annexe A), en
imposant notamment comme condition cette trace nulle. Il semble donc que
cette condition soit ne´ce´ssaire pour pouvoir « descendre » les proprie´te´s de
la G-structure sur l’espace de base.
Il est alors remarquable de constater que l’expression des champs fantoˆmes
en fonction des symboles de la connexion de Cartan conforme est semblable
a` celle obtenue dans le cas projectif. En effet, on obtient :
̺µ = eµaγ
a,
̺µν = ∂ν̺
µ,
̺ρ =
1
n
∂ρ∂λ̺
λ − Γλ,ρ̺
λ.
On obtient alors les expressions suivantes pour les transformations de
jauge infinite´simales des symboles de la connexion de Cartan conforme :
sΓµ = 0,
sΓµν = −d̺
µ
ν + δ
µ
νΓρ̺
ρ + Γν̺
µ + δµν̺ρΓ
ρ + ̺νΓ
µ, (3.18)
sΓν = −d̺ν − Γλ̺
λ
ν .
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Ce qui se traduit, en tenant compte de l’expression locales des champs
fantoˆmes conformes par :
sΓµ,λ = 0, (3.19)
sΓµν,λ = ∂λ∂νξ
µ −
1
n
δµν∂ρ∂λξ
ρ −
1
n
δµλ∂ρ∂νξ
ρ + Ωµν,λρξ
ρ, (3.20)
sΓν,λ = −
1
n
∂λ∂ν∂λξ
λ + (∂λΓρ,ν) ξ
ρ + Γρ,ν∂λξ
ρ + Γρ,λ∂νξ
ρ. (3.21)
Il est alors aise´ de constater que, la` encore, la transformation de jauge
du symbole de plus haut poids de la connexion de Cartan peut se re´e´crire
comme :
sΓν,λ = δξΓν,λ −
1
2
Ων,ρλξ
ρ,
ou de fac¸on plus intrinse`que :
sΓν = δξΓν + Ων(ξ).
Remarque 3.4.1. Les G-structures conforme et projective e´tant confondues
dans le cas d’une varie´te´ de base unidimensionnelle, les remarques faites
pendant l’e´tude de la G-structure projective unidimensionnelle sont toujours
pertinentes.
Dans ce dernier chapitre, l’avantage de la parame´trisation matricielle des
groupes et alge`bres de Lie intervenant dans l’e´tude des G-structures projec-
tive et conforme prend toute son ampleur. En effet, l’application « directe »
des outils usuels du formalisme BRS en est une conse´quence imme´diate.
Le choix du fantoˆme de Faddeev-Popov propose´ permet, pour les champs
de jauge associe´s aux G-structures e´tudie´es, de retrouver non pas, comme
dans le cas unidimensionnel, l’action infinite´simale des diffe´omorphimes de
l’espace de base, mais cette action modife´e par le terme de courbure de la
connexion.
Conclusion et Perspectives
L’e´tude pre´sente´e dans ce manuscrit propose une application innovante
de deux concepts tre`s e´tudie´s par la communaute´ mathe´matique.
D’une part, l’utilisation du fibre´ des k-repe`res. Ce fibre´, introduit il y
a pre`s de 50 ans par C. Ehresmann [15] permet de traiter simultane´ment
divers ordres de de´rivation. Il a d’ailleurs e´te´ maintes fois utilise´ pour traiter
les proble`mes de re´solution d’e´quations diffe´rentielles [10,11], sans jamais eˆtre
exploite´ au dela` du premier ordre par les physiciens. Nous l’avons ici utilise´ en
insistant sur une distinction claire des espaces source et but. Ceci permet de
mettre en e´vidence le type de transformations mises en jeu, transformations
sur la source, e.g. 0→ u ∈ Rn, ou transformations sur le but, e.g. x→ x′ ∈
M . Nous nous sommes alors limite´s aux expressions locales des sections et
connexions de´finies sur ces espaces, seules donne´es ne´cessaires a` l’application
de ces outils en physique.
D’autre part, les connexions de Cartan, une notion longtemps oublie´e qui
semble aujourd’hui trouver un regain d’intereˆt [12,40,41]. Ce type de connex-
ion permet de traiter, du point de vue infinite´simal, toutes les transformations
possibles d’un fibre´. En effet, si les connexions de Ehresmann usuelles, ayant
un noyau non-trivial, permettent de de´finir la notion d’horizontalite´ sur tout
fibre´, les connexions de Cartan permettent de de´finir un isomorphisme entre
l’espace tangent du fibre´ et une certaine alge`bre de Lie, de´finissant un par-
alle´lisme absolu.
Nous avons alors pris le parti de traiter certaines syme´tries d’espace-
temps, les syme´tries projective et conforme, en re´duisant le groupe de struc-
ture du fibre´ des 2-repe`res. Dans le cas unidimensionnel, ou` G-structures
conforme et projective sont confondues, le symbole de plus haut poids de la
connexion de Cartan devient alors une connexion projective, i.e. se transfor-
mant via la de´rive´e de Schwarz. Nous avons pu ge´ne´raliser ce re´sultat aux
structures projective et conforme en dimension quelconque pour lesquelles la
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connexion de Cartan est parame´tre´e par :
ω =
(
0 dxµ
Γν 0
)
.
La loi de recollement du symbole de plus haut poids Γν,λ nous permet alors
de proposer deux candidats pour la ge´ne´ralisation en plusieurs dimensions
de ce concept de de´rive´e de Schwarz. Graˆce a` la G-structure projective, nous
obtenons un objet qui est certes de´fini d’un point de vue local mais existe
d’un point de vue global. En revanche, dans le cas de la G-structure conforme
il reste encore a` de´finir le pendant global de cet objet sur un espace non-plat
de sorte a` e´ventuellement justifier les formulations propose´es par [33].
Il s’agit d’un point tre`s inte´ressant aux vues des applications multiples de
ce type de de´rivation. En effet, elle apparaˆıt naturellement avec les proble`mes
de re´solution du type e´quations de Sturm-Liouville [42]. Elle peut aussi eˆtre
relie´e a` la re´solution de l’e´quation de Hamilton-Jacobi en se´parant phase et
amplitude de la fonction d’onde a` (1 + 1) dimensions.
D’autre part, l’application d’alge`bre diffe´rentielle de type Yang-Mills aux
connexions de Cartan donne la re´solution d’un proble`me ouvert par l’intui-
tion ge´niale d’un physicien [9] une vingtaine d’anne´es auparavant. Le travail
mene´ ici pre´sente l’avantage supple´mentaire de pouvoir appliquer de manie`re
cohe´rente ce formalisme en dimension arbitraire. Le terme de courbure qui ap-
paraˆıt dans la variation de BRS des champs de jauge de plus haut poids sont
potentiellement a` relier avec les anomalies quantiques possibles brisant l’in-
variance sous diffe´omorphismes. Une e´tude dans ce sens devrait eˆtre mene´e.
De plus, d’un point de vue plus mathe´matique, on note que la condition de
nilpotence de l’ope´ration de BRS sur les sections de 2-repe`res projectifs et
conformes justifie la condition de trace nulle sur la courbure de la connexion
de Cartan normale introduite par [21, 22]. Ce choix de jauge restreint donc
les connexions de Cartan possibles. Ceci nous permet ainsi d’assurer la pos-
sibilite´, via un choix de jauge particulier, de transfe´rer la structure projective
ou conforme du fibre´ sur l’espace-temps.
L’application la plus directe et imme´diate de ce travail est la formulation
du type MacDowell-Mansouri de la the´orie de la gravitation en utilisant la
G-structure conforme. L’action utilise´e ferait alors intervenir la 2-forme de
courbure de la connexion de Cartan conforme. De plus, ces the´ories pre´sentent
uniquement les degre´s de liberte´ relie´s aux tetrades [12]. Or, graˆce a` notre
formalisme faisant intervenir les 2-repe`res, nous pouvons prendre en compte
un degre´ de liberte´ supple´mentaire : les repe`res d’ordre 2.
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D’un point de vue plus mathe´matique, l’objet central e´tant la connex-
ion de Cartan, il serait inte´ressant d’appliquer ce formalisme aux ope´rations
de k-alge`bres paraboliques afin d’obtenir des ope´rateurs diffe´rentiels covari-
ants conformes [43,44], ou encore ge´ne´raliser en dimension arbitraire l’e´tude
effectue´e dans [8, 45, 46].
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Annexe A
Connexion de Cartan normale
Dans cette annexe, nous nous interessons a` un type particulier de con-
nexion de Cartan sur les G-structures conforme et projective, de´finis par [22]
et [21], la connexion de Cartan normale.
A.1 Connexion de Cartan conforme normale
De´finition A.1.1. La connexion de Cartan normale conforme est l’unique
connexion de Cartan sur la G-structure conforme de´finie par :
– ωa = θa, ωab = θ
a
b,⇒ dω
a + ωab ∧ ω
b = 0,
– Ωaa = 0,
– Kabad = 0 ou` Ω
a
b =
1
2
Kabcdω
c ∧ ωd.
La premie`re condition est celle que nous avons impose´e pour assurer le
fait que les connexions de Cartan que nous utilisions soient de torsion nulle.
E´tudions donc les deux suivantes. La courbure de la connexion de Cartan
conforme s’exprime locallement :
Ωab = dθ
a
b + θ
a
c ∧ θ
c
b + δ
a
bωc ∧ θ
c + ωb ∧ θ
a − gacg
bdωd ∧ θ
c.
En utilisant les expressions locales connues des formes de soudures sur la
G-structure conforme (2.30), ainsi que l’expression du symbole de plus haut
poids de la connexion de Cartan (2.31), on aboutit a` :
Ωab = δ
a
b e
ρ
jΓρ ∧ θ
j + eρbΓρ ∧ θ
a − gbkg
aleρlΓρ ∧ θ
k.
Sa trace est donc :
Ωaa = −ne
ρ
aΓρ ∧ θ
a,
⇒ Ωaa =
1
2
∑
k<a
(
neρaΓρ,λe
λ
k − ne
ρ
kΓρ,λe
λ
a
)
θk ∧ θa.
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La condition de trace nulle implique donc une symme´trie pour les com-
posantes locales des symboˆles de plus haut poids de la connexion de Cartan :
Ωaa = 0⇐⇒ Γρ,ν = Γν,ρ.
Inte´ressons nous maintenant a` la dernie`re condition. Tout d’abord, cher-
chons l’expression locale du tenseur Kabkj :
Ωab = δ
a
b e
ρ
jΓρ ∧ θ
j + eρbΓρ ∧ θ
a − gbkg
aleρlΓρ ∧ θ
k
= δabe
ρ
jΓρ,λe
λ
kθ
k ∧ θj + eρbΓρ,λe
λ
kθ
k ∧ θa − gbkg
aleρlΓρ,λe
λ
jθ
j ∧ θk
=
1
2
∑
k<j
(
δabe
ρ
jΓρ,λe
λ
k + δ
a
je
ρ
bΓρ,λe
λ
k + gbkg
aleρlΓρ,λe
λ
j
−
(
δabe
ρ
kΓρ,λe
λ
j + δ
a
ke
ρ
bΓρ,λe
λ
j + gbjg
aleρlΓρ,λe
λ
k
))
θk ∧ θj
⇒ Kabkj =
∑
k<j
(
δabe
ρ
jΓρ,λe
λ
k + δ
a
je
ρ
bΓρ,λe
λ
k + gbkg
aleρlΓρ,λe
λ
j
−
(
δabe
ρ
kΓρ,λe
λ
j + δ
a
ke
ρ
bΓρ,λe
λ
j + gbjg
aleρlΓρ,λe
λ
k
))
.
Nous obtenons donc :
Kabaj = e
ρ
jΓρ,λe
λ
b + e
ρ
bΓ ρ,λe
λ
j − gbjg
aleρle
λ
aΓρ,λ − ne
ρ
bΓρ,λe
λ
j.
En utilisant alors l’expression locale du symboˆle de plus haut poids de la
connexion de Cartan :
Γρ,λ = −e
c
λe
a
ρeaec +
1
2
gaxe
2eaρe
c
λ + ωb,λe
b
ρ − ∂λ
(
ekρek
)
,
nous obtenons, par la condition de symme´trie impose´e Γρ,λ = Γλ,ρ :
ωb,λe
b
ρ − ∂λ
(
ekρek
)
= ωb,ρe
b
λ − ∂ρ
(
ekλek
)
.
La dernie`re condition Kabaj = 0 impose alors :
(n− 2)ebej − (n− 2)gbje
2 + (n− 1)eρbe
λ
j∂λ
(
ekρek
)
− eρje
λ
b∂λ
(
ekρek
)
+gbjg
ameρme
λ
a∂λ
(
ekρek
)
− (n− 1)ωb,λe
λ
j + ωj,λe
λ
b − gbjg
akeλaωk,λ = 0.
K. Ogiue de´finit la connexion de Cartan normale comme e´tant unique. Si
il existe une 1-forme a` valeur dans l’alge`bre de Lie co1 ve´rifiant toutes ces
conditions, alors c’est la dernie`re composante de la connexion de Cartan
normale.
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Or, nous nous sommes inte´resse´s a` la forme de soudure sur, non pas
seulement sur la G-structure conforme associe´e au fibre´ des 2-repe`res, mais
aussi sur celle associe´e au fibre´ des 3-repe`res. En utilisant les meˆmes outils,
nous pouvons notamment de´finir, par restriction de la forme de soudure sur
le fibre´ des 3-repe`res ge´ne´ral a` la G-structure conforme d’ordre 3, une forme
de soudure, qui est alors un 1-forme a` valeur dans l’alge`bre de Lie co totale.
Les expressions locales des deux premie`res composantes sont identiques a`
celles de la forme de soudure de la G-structure conforme d’ordre 2 (2.30).
La dernie`re composante, a` valeur dans l’alge`bre de Lie co1, s’obtient alors
aise´ment :
θk = ejekθ
j −
1
2
gcke
2θc + eµkd
(
ejµej
)
.
Il est alors aise´ de ve´rifier que cette 1-forme ve´rifie toutes les conditions
impose´es. Il s’ave`re donc que la connexion de Cartan normale est l’image
re´ciproque de la forme de soudure du fibre´ des 3-repe`res conformes sur la
G-structure conforme.
A.2 Connexion de Cartan projective normale
Comme sur la G-structure conforme, la connexion de Cartan normale
projective est l’unique connexion de Cartan sur la G-structure projective
de´finie par :
De´finition A.2.1. – ωa = θa, ωab = θ
a
b,⇒ dω
a + ωab ∧ ω
b = 0,
– Ωaa = 0,
– Kabad = 0 ou` Ω
a
b =
1
2
Kabcdω
c ∧ ωd.
Nous pouvons donc suivre exactement le meˆme cheminement que dans le
cas de la G-structure conforme.
La 1-forme de courbure de la connexion de Cartan projective s’exprime
en coordonne´es locales :
Ωab = dθ
a
b + θ
a
c ∧ θ
c
a − δ
a
bωc ∧ θ
c − ωb ∧ θ
a.
En utilisant les expressions locales de la forme de soudure sur la G-structure
projective (2.17), et du symbole de plus haut poids de la connexion de Cartan
(??), on obtient :
Ωab = δ
a
be
µ
dΓν ∧ θ
d + eµbΓµ ∧ θ
a,
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Ainsi, la condition de trace nulle se traduit par :
Ωaa = (n+ 1)e
µ
aΓµ ∧ θ
a
=
1
2
∑
k<a
(
(n+ 1)eµaΓµ,λe
λ
k − (n+ 1)e
µ
kΓµ,λe
λ
a
)
θk ∧ θa.
=⇒ Γµ,λ = Γλ,µ.
On peut alors en de´duire l’expression du tenseur Kabkj, et la dernie`re condi-
tion Kabaj s’exprime :
Kabaj = −ne
µ
bΓµ,λe
λ
j − e
µ
jΓµ,λe
λ
b = 0.
L’image re´ciproque de la forme de soudure sur le fibre´ des 3-repe`res projectifs
sur la G-structure projective,
ωa = θa = eaebθ
b − eµad
(
ekµek
)
,
est solution de cette e´quation.
Nous pouvons noter ici que, pour pouvoir de´finir une transformation de
jauge correcte en terme d’alge`bre de BRS, nous sommes contraints d’im-
poser, du moins sur la G-structure conforme, la condition de trace nulle,
apparaissant dans la de´finition de Cartan normale. En revanche, nous n’util-
isons en aucun cas la dernie`re condition, qui force comple`tement la dernie`re
composante de la connexion de Cartan.
Dans le cas des G-structures conforme et projective, il apparaˆıt donc que
la connexion de Cartan de´finie par l’image re´ciproque de la forme de soudure
du fibre´ des 3-repe`res sur la G-structure est la connexion de Cartan normale.
Il est alors inte´ressant de noter que la connexion de Cartan normale est
une connexion plate, i.e. :
Ωa = 0, Ωab = 0, Ωc = 0,
et que les symboles associe´s sont triviaux :
Γµ = dxµ, Γµν = 0, Γν = 0.
Annexe B
De´pendance des symboles de la
connexion de Cartan conforme
dans les repe`res
Le but de cette annexe est de montrer que les symboles de la connexion
de Cartan de´pendent uniquement de la fibre sur laquelle ils sont de´finis, i.e.
du point de l’espace de base au-dessus duquel ils sont. Pour cela, nous allons
utiliser une technique analogue a` celle utilise´e par [28] pour les connexions
affines. Les calculs pre´sente´s ici sont de´taille´s pour la G-structure conforme,
mais il est imme´diat de les transcrire au cas de la G-structure projective.
Utilisons donc la 2-forme de courbure de la connexion de Cartan :
Ω = dω +
1
2
[ω, ω]
⇒

Ωa = dθa + θabθ
b,
Ωab = dθ
a
b + θ
a
cθ
c
b + δ
a
bωcθ
c + ωbθ
a − gbcg
akωkθ
c,
Ωc = dωc + ωdθ
d
c
.
Il a e´te´ montre´, [16] [22] que la 2-forme de courbure peut s’e´crire localement
comme :
Ωa =
1
2
Kaijθ
i ∧ θj,
Ωab =
1
2
Kabijθ
i ∧ θj,
Ωc =
1
2
K cijθ
i ∧ θj.
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On obtient donc ainsi :
dθa = Ωa − θabθ
b,
dθab = Ω
a
b −
(
θacθ
c
b + δ
a
bωcθ
c + ωbθ
a − gbcg
akωkθ
c
)
,
dωc = Ωc − ωdθ
d
c.
Or, en utilisant l’expression locale des symboles de la connexion de Cartan,
on obtient :
deaν = e
a
µΓ
µ
ν − θ
a
be
b
ν − e
b
νebθ
a − eaνebθ
b + gbcg
akebνθ
cek
deb = −e
ρ
bΓρ + ebecθ
c −
1
2
gbce
2θc + eaθ
a
b + ωb
C’est a` dire que :
dΓµ = eµa − Γ
µ
νΓ
ν
dΓµν = e
µ
aΩ
a
be
b
ν + e
µ
aΩ
aebνeb + δ
µ
νeaΩ
a − gabg
ijeµieje
b
νΩ
a
−ΓνΓ
µ − δµνΓρΓ
ρ + gνρg
µλΓλΓ
ρ − ΓµρΓ
ρ
ν
dΓρ = e
a
ρeaecΩ
c −
1
2
e2eaρΩ
b + eaebρΩ
a
b + e
b
ρΩb − ΓνΓ
ν
ρ
On obtient donc le lien suivant entre la 2-forme de courbure des symboles de
la connexion de Cartan et la courbure de celle-ci :
dΓ +
1
2
[Γ,Γ] = Ad(e)Ω.
Alors, en utilisant le fait que, dans le cas d’une connexion de Cartan de
torsion nulle, le symbole d’ordre 0 est nul : Γµν = 0. On obtient
∂Γµ
∂eνa
= 0 =
∂Γµ
∂ea
∂Γµ
∂eνa
= 0 =
∂Γµ
∂ea
.
Et donc, aussi :
∂Γµν
∂eρa
= 0 =
∂Γµν
∂ea
.
Les symboles de la connexion de Cartan conforme de´pendent donc unique-
ment du point de l’epace de base au-dessus duquel ils sont de´finis.
Annexe C
Calcul de l’action de
l’ope´rateur de BRS sur les
2-repe`res conformes
C.1 Ope´rateur de BRS et structure conforme
Commenc¸ons par ve´rifier que l’action de l’ope´rateur de BRS sur les com-
posantes locales de l’image re´ciproque de la connexion de Cartan conserve la
structure conforme. Pour cela, il est suffisant de ve´rifier que, puisqu’a` l’ordre
0 :
Γabg
bc + Γcbg
ab −
2
n
Γbbg
ac = 0,
on ait aussi :
sΓabg
bc + sΓcbg
ab −
2
n
sΓbbg
ac = 0.
De meˆme, a` l’ordre 1 :
Γabc = δ
a
bΓc + δ
a
cΓb − gbcg
akΓk,
implique :
sΓabc = δ
a
bsΓc + δ
a
csΓb − gbcg
aksΓk.
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sΓabg
bc + sΓcbg
ab −
2
n
sΓbbg
ac =
(
−dγab − Γ
a
dγ
d
b − Γ
a
bdγ
d − γadΓ
d
b − γ
a
bdΓ
d
)
gbd
+
(
−dγcb − Γ
c
dγ
d
b − Γ
c
bdγ
d − γcdΓ
d
b − γ
c
bdΓ
d
)
gab
−
2
n
(
−dγcc − nΓdγ
d − nγdΓ
d
)
= 0−
2
n
(
Γadg
dc + Γcdg
ad
)︸ ︷︷ ︸
2
n
Γd
d
gac
γbb −
2
n
(
γadg
dc + γcdg
ad
)︸ ︷︷ ︸
2
n
γd
d
gac
Γbb
= 0.
sΓabc = −dγ
a
bc − Γ
a
bdγ
d
c − Γ
a
dcγ
d
b + Γ
d
bcγ
a
d − γ
a
bdΓ
d
c − γ
a
dcΓ
d
b + γ
d
bcΓ
a
d
= −d
(
δabγc + δ
a
cγb − gbcg
akγk
)
−
(
δabΓd + δ
a
dΓb − gbdg
akΓk
)
γdc
−
(
δacΓd + δ
a
dΓc − gcdg
akΓk
)
γdb +
(
δdbΓc + δ
d
bΓc − gbcg
dkΓk
)
γad
−
(
δabγd + δ
a
dγb − gbdg
akγk
)
Γdc −
(
δacγd + δ
a
dγc − gcdg
akγk
)
Γdb
+
(
δdbγc + δ
d
bγc − gbcg
dkγk
)
Γad
= δabsΓc + δ
a
csΓb + gbcg
akdγk
+gakΓk
 2
n
gbcγ
d
d−gdcγ
d
b +
2
n
gbcγ
d
d − gbdγ
d
c︸ ︷︷ ︸
=0
− gbcΓk ( 2
n
gakγdd − g
adγkd
)
+gakγk
 2
n
gbcΓ
d
d−gdcΓ
d
b +
2
n
gbcΓ
d
d − gbdΓ
d
c︸ ︷︷ ︸
=0
− gbcγk ( 2
n
gakΓdd − g
adΓkd
)
= δabsΓc + δ
a
csΓb − gbcg
aksΓk.
C.2 Action de l’ope´rateur de BRS sur les 2-
repe`res conformes
Afin d’expliciter les expressions locales des champs fantoˆmes conformes, il
est ne´cessaire de de´terminer l’action de l’ope´rateur de BRS sur les 2-repe`res
conformes. Pour cela, on utilise la connaissance de l’expression locale de la
forme de soudure sur la G-structure conforme, ainsi que celle de l’action de
l’ope´rateur de BRS.
Puisque la premie`re composante de la forme de soudure est simplement :
Γa = eaµdx
µ,
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sa composante locale est l’inverse d’un 1-repe`re conforme. Pour connaˆıtre
l’action de l’ope´rateur de BRS sur les 1-repe`res conforme, il suffit donc d’-
expliciter la composante locale de sΓa et d’en de´duire l’action de l’ope´rateur
de BRS recherche´e.
sΓa = −dγa − Γabγ
b − γabΓ
b
⇒ sΓa,µdx
µ = −dxµ∂µγ
a − Γab,µdx
µγb − γabΓ
b
,µdx
µ
⇒ sΓaµ = ∂µγ
a + Γab,µγ
b − γabΓ
b
,µ
⇒ seaµ = ∂µγ
a + Γab,µγ
b − γabΓ
b
,µ
⇒ seµa = −e
µ
ke
λ
a∂λγ
k − Γkl,λe
λ
ae
µ
kγ
l + eµkγ
k
a.
Les 2-repe`res conformes sont caracte´rise´s par les ea. Nous allons donc
chercher l’action de l’ope´rateur de BRS sur les ea et non pas sur la coor-
donne´e locale eµab. Dans ce but, on utilise l’expression locale de la seconde
composante de la forme de soudure sur la G-structure conforme :
Γab = −δ
a
b e
i
λeidx
λ − eaλebdx
λ + gmbg
aiemλeidx
λ + eaηde
η
b.
Ce qui implique :
Γaa = −neaΓ
a + eaρde
ρ
a.
Donc :
nea = e
µ
a
(
ebρ∂µe
ρ
b − Γ
b
b,µ
)
On peut alors en de´duire :
nsea = se
µ
a
(
ebρ∂µe
ρ
b − Γ
b
b,µ
)︸ ︷︷ ︸
nebµeb
= 2neaelγ
l − ng ale
2γl − nekσeke
λ
a∂λe
σ
lγ
l + nekγ
k
a
−neµaΓb,µγ
b + nγa − eµa∂µ∂λ
(
eλbγ
b
)
+ neµa∂µelγ
l.
D’ou` :
sea = 2eaelγ
l − gale
2γl − ekσeke
λ
a∂λe
σ
lγ
l + ekγ
k
a
−eµaΓb,µγ
b + γa −
1
n
eµa∂µ∂λ
(
eλbγ
b
)
+ eµa∂µelγ
l.
C.3 Expression locale des champs fantoˆmes
conformes
Pour finir, nous donnons ici l’expression locale des champs fantoˆmes con-
formes de´finis par :
̺ = Ad(ℓ(e2))γ + e2se
−1
2 .
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Ainsi, ordre par ordre, on obtient :
̺µ = eµaγ
a
̺µν = e
µ
aγ
a
be
b
ν + e
µ
abγ
aebν + e
µ
ase
a
ν
= ∂ν (e
µ
aγ
a)
= ∂ν̺
µ,
et
̺ρ = e
a
ρececγ
c −
1
2
gace
2eaργ
c + eae
b
ργ
a
b + e
b
ργb − e
j
ργb − e
j
ρsej,
implique :
̺ρ =
1
n
∂ρ∂λc
λ − Γλ,ρc
λ.
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D.1 Introduction
More than fifteen years ago, in a paper by A.M. Polyakov [9], diffeo-
morphism transformations for the 2-d conformal geometry were explicitly
derived by a ‘soldering procedure’ from a partial gauge fixing of two com-
ponents out of three of a chirally split SL(2,R)-connection in the light-cone
formulation. In doing so, Polyakov ended with a residual gauge transforma-
tion which exactly reproduced the Virasoro group action on the effective
energy-momentum tensor. This striking result was raised by Polyakov him-
self as ‘a geometrical surprise’ and in addition some of the gauge parameters
were noticed to be gauge field dependent.
Subsequently, some work e.g. [47, 48] directly referred to the Polyakov
partial gauge fixing, which we shall call in the sequel as the ‘Polyakov solder-
ing’. It has to be said that in [48] this intriguing result obtained by Polyakov
was also emphasized as such.
In the present paper a proper differential geometrical framework is pro-
posed in order to explain this ‘geometrical surprise’ [9, 48]. It is essentially
grounded on the use of the Cartan connection on the second order frame
bundle [16] and all the differential algebraic setup which goes with.
In order to have a concise and efficient geometrical writing, we shall use
the BRS differential algebra for treating the gauge symmetry aspects.
One of the main ingredients will be the so-called solder forms on frame
bundles [27], well known objects in mathematics and intuitively figured out
by Polyakov under the phrasing ‘soldering’ procedure.
D.2 Second order frames
Let us briefly introduce the notion of the second order frame bundle. Most
of the time, we shall adopt the viewpoint that physics often requires, the use
of local expressions over a manifold. In other words, local comparison of a
n-dimensional manifold M with Rn will be of constant use.
According to [16,24], consider the principal bundle F2M of second order
frames, or shortly 2-frames 4, overM . The elements of F2M are 2-jets j2(f)(0)
of local diffeomorphisms f from a neighborhood of 0 in Rn to M such that
f(0) = x. Given local coordinate systems {xµ}nµ=1 on M and {u
a}na=1 on R
n,
F2M is equipped with local coordinates
5 (xµ, eµa, e
µ
ab) corresponding to the
4It can be shown that they are torsion free linear frames over the linear frame bundle
itself [20]
5Usual notation for gravitation will be constantly used [49].
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successive derivatives of f at 0. Hence eµa 6= 0 and e
µ
ab = e
µ
ba. When the
composition of maps makes sense, the jet product is given by the chain rule
derivation j2(f) · j2(f
′) = j2(f ◦ f
′).
Accordingly 2-frame fields are sections of the bundle F2M overM , e2(x) =
(xµ, eµa(x), e
µ
ab(x)) with inverse given by e
−1
2 (x) =
(
xµ, eaµ(x), e
a
µν(x)
)
where
eaµe
µ
b = δ
a
b , e
a
µν = −e
λ
bce
b
µe
c
νe
a
λ . (D.1)
In the u-coordinates, a 2-frame e2 at x ∈M has the polynomial representative
f ,
fµ(u) = xµ + eµau
a + eµabu
aub, u ∈ Rn ,
such that e2 = j2(f)(0), and the coordinates e
µ
ab and e
µ
a are independent
variables. Moreover, note that the 2-frame at x associated to the local x-
coordinates themselves are obtained as 2-jets of translations (xµ, δµa, 0) =
j2(u 7→ x+ u)(0). This induces a natural 2-frame at x [28].
The structure group of F2M is the so-called differential group of order two
G2 [29] locally given by the 2-jets g2 = (g
a
a′ , g
a
a′b′) at 0 of diffeomorphisms g
of Rn fixing the origin6 0. The right action given by jet product e′2 = e2 ·g2 =
j2(f ◦ g)(0) reads
f(g(0)) = f(0) = x, eµa′ = e
µ
a g
a
a′ , e
µ
a′b′ = e
µ
ab g
a
a′g
b
b′ + e
µ
a g
a
a′b′ .
It is worthwhile to note the semi-direct product decomposition ofG2 = GL0⋉
GL1 with respect to the jet product, namely g2 = (g
a
b′ , 0)·(δ
b′
a′ , g
b′
bg
b
a′b′), with
(gaa′) ∈ GL0 := GL(n,R)
7.
To the local x-coordinates on M , there corresponds a natural gauge in
which the local coordinates of any 2-frame field e2 : x 7→ e2(x) ∈ G2 can
be considered as an element of the gauge group, thanks to the pointwise
identification (eµa(x), e
µ
ab(x)) = (δ
µ
c, 0) · (g
c
a(x), g
c
ab(x)).
Let us now introduce a family of solder 1-forms on F2M (also called
canonical forms) which are invariant under diffeomorphisms of M by taking
the Maurer-Cartan like 1-form “f−1 ◦ df” in powers of u ∈ Rn [50],
(f−1 ◦ df)a(u) = θa + θab u
b +
1
2
θabcu
buc + · · · .
Then, in terms of the local coordinates (xµ, eµa, e
µ
ab) on F2M the solder 1-
forms read 8
θa = eaµdx
µ, θab = e
a
µde
µ
b + e
a
µνe
µ
bdx
ν . (D.2)
6The differential group is the little group relative to the origin.
7The motivation for the lower indices attached to GL will become clear below in the
main text.
8eaµ denotes the usual tetrad [49].
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In particular, they fulfil the torsion free condition dθa + θab ∧ θ
b = 0.
D.3 Cartan connection on second order frames
Adding translations denoted as ga ∈ GL−1 ≃ R
n, consider now the struc-
ture group G2 as a Lie subgroup of the Lie group G := GL−1×G2. Denoting
glk := Lie GLk, k = 0,±1, the Lie algebra g of G admits the decomposition
g = gl−1 ⊕ gl0 ⊕ gl1. In the sequel, we set g2 := Lie G2 = gl0 ⊕ gl1. Since
G consists of 2-jets at 0 of diffeomorphisms gt(u) = u + tX(u) of R
n, with
g0 = idRn , X(u) =
(
Xa +Xabu
b +Xabcu
buc + · · ·
)
∂a, its Lie algebra g con-
sists of tangent vector fields at the identity 1 := j2(idRn)(0) = (δ
a
b, 0), given
by the 2-jet at 0 of the vector field X(u) on Rn,
X2 := j2(X)(0) =
d
dt
∣∣∣∣
t=0
j2(gt)(0) = (X
a, Xab, X
a
bc).
The algebraic bracket is then defined to be minus the Lie bracket of vector
fields [51],
[X, Y ]a = XabY
b − Y abX
b
[X, Y ]ab = X
a
cY
c
b +X
a
bcY
c − (X ↔ Y ) (D.3)
[X, Y ]abc = X
a
dY
d
bc +X
a
dcY
d
b +X
a
bdY
d
c − (X ↔ Y ).
Then, [gl−1, gl−1] = 0 for the translation part and [glk, glℓ] ⊂ glk+ℓ, k, ℓ =
0,±1. So, the Lie algebra g turns out to be a graded Lie algebra [16] with
respect to the dilatation generator ua∂a.
Moreover, considering the differential group of order threeG3 ∋ g3 =
(
ga
′
a, g
a′
ab, g
a′
abc
)
,
an adjoint type action on g can be defined by [27]
Ad(g3)X2 =
d
dt
∣∣∣∣
t=0
j2(g
′ ◦ gt ◦ g
′−1)(0) =
(
Xa
′
, Xa
′
b′ , X
a′
b′c′
)
,
where the transformed components are given by chain rule derivations as,
Xa
′
= ga
′
aX
a ,
Xa
′
b′ = g
a′
abX
bgaa′ + g
a′
aX
a
bg
b
b′ , (D.4)
Xa
′
b′c′ = g
a′
abcX
cgbb′g
a
c′ + g
a′
abX
b
cg
c
b′g
a
c′ + g
a′
acg
c
b′X
a
bg
b
c′
+ ga
′
aX
a
bcg
c
b′g
b
c′ + g
a′
abX
bgab′c′ + g
a′
aX
a
bg
b
b′c′ .
Now, we are in position to introduce a Cartan connection on F2M as a
g-valued 1-form satisfying :
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– ∀e2 ∈ F2M , ω|e2 : Te2 (F2M) → g is a linear isomorphism (absolute
parallelism),
– ∀g2 ∈ G2 ⊂ G3, R
∗
g2
ω = Ad(g2
−1)ω, where g2 =
(
ga
′
a, g
a′
ab, 0
)
(G2-
equivariance),
– ∀Xˆ ∈ V (F2M), ω(Xˆ) ∈ g2.
According to the grading of g, the Cartan connection ω can be chosen to
be [16]
ω := ω−1 + ω0 + ω1 = θ
a + θab + ω
a
bc ,
where θa and θab are the solder forms on F2M which are respectively gl−1-
valued, and gl0-valued 1-forms, and ω
a
bc is a gl1-valued 1-form on F2M . Its
curvature is defined by
K = dω +
1
2
[ω, ω] = K−1 +K0 +K1
where the bracket (D.3) has to be used. More explicitly one finds the torsion
free condition K−1 = dω−1 + ω0 ∧ ω−1 = 0 and the (generalized) curvature
K0 = dω0 +
1
2
[ω0, ω0] + [ω−1, ω1].
For the sequel, it is of use to note that, from a Cartan connection on F2M
it is possible to recover the Yang-Mills context by constructing a (Ehresmann)
connection on the principal G-bundle F2M ×G2 G, see [12,26]. Actually, at a
point (e2, g) ∈ F2M ×G, one can construct the g-valued 1-form
A|(e2,g) = Ad(g
−1)(πF2M)
∗ω + (πG)
∗ΘG,
where ΘG is the Maurer-Cartan form on G and πF2M (resp. πG) is the canon-
ical projection on F2M (resp. G). A turns out to be a connection 1-form on
the principal bundle F2M ×G2 G [26].
Since we are concerned with local expressions, consider the local con-
nection 1-form A = σ∗A (gauge field on M) obtained as pull-back of the
connection 1-form by a (local) section σ(x) of F2M ×G2 G. When we restrict
ourselves to F2M ≃ F2M×G2 {1}, and take σ(x) = (e2(x),1), the gauge field
reduces to A = e∗2ω, namely the local expression of the Cartan connection
on M . As it will be shown, this is the gauge field considered by Polyakov.
As outlined in [52], let us first consider, in the natural gauge, the “local
expression” on F2M of the Cartan connection ω (a gauge like redefinition
which to some extent is field dependent)
Γ(e2, ω) = Ad (ℓ(e2)) ω + e2 · de
−1
2 , (D.5)
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where ℓ(e2) = (e
µ
a, e
µ
ab, e
µ
abc) is the necessary lift of an element e2 ∈ G2
into G3. It can be shown that the local connection 1-form Γ generalizes
the Christoffel symbols to second order frames [20]. Moreover by extending
the proof for an affine connection [28] it can be checked that the generalized
Christoffel symbols depend only on the x-coordinate . A direct computation 9
gives for the components of the torsion free Cartan connection
Γµ = eµaθ
a = dxµ ,
Γµν = e
µ
aθ
a
be
b
ν + e
µ
abθ
aebν + e
µ
ade
a
ν = 0 , (D.6)
Γµνρ = e
µ
abcθ
cebνe
a
ρ + e
µ
acθ
ceaνρ + e
µ
abθ
b
de
d
νe
a
ρ + e
µ
ace
c
νθ
a
be
b
ρ
+ eµaθ
a
be
b
νρ + e
µ
aω
a
bce
c
νe
b
ρ + e
µ
ade
a
νρ + e
µ
abd(e
b
νe
a
ρ) = Γ
µ
ρν .
D.4 Reduction to the projective case
Having in mind the implementation of a SL(2,R) gauge symmetry, we
reduce right away the structure group G = GL−1×G2 to SL(2,R) = SL−1×
(SL0 ⋉ SL1) with the parametrization
R ≃ SL−1 ∋
(
1 b
0 1
)
, SL0 ⋉ SL1 ∋
(
a 0
c 1/a
)
, c ∈ R, a ∈ R \ {0} .
Accordingly the Lie algebra sl(2,R) inherits the graded splitting sl−1⊕ sl0⊕
sl1.
This reduction amounts to restricting ourselves to the 1-dimensional (real)
projective space M = RP 1 with local coordinate x. Let u denote the local
coordinate on R. The bundle P2 of projective 2-frames (x, e
x
u, e
x
uu) is a prin-
cipal sub-bundle of F2M with the reduced structure group SL0 ⋉ SL1 ⊂ G2
(the so-called G-structure [16]). More precisely, elements g2 of the structure
group are 2-jets at u = 0 of the projective maps fixing u = 0 given by
g(u) =
au
cu+ 1/a
⇐⇒
(
g(u)
1
)
=
(
a 0
c 1/a
)(
u
1
)
.
In particular, the identification of SL0 ⋉ SL1 as subgroup of G2 is made
through ( (
gu
′
u
)1/2
0
−1
2
gu
′
uu
(
gu
′
u
)−3/2 (
gu
′
u
)−1/2
)
.
9In the course of the computation using (D.1) and (D.4) it is easier to consider e2·de
−1
2
=
−de2 · e
−1
2
.
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The Cartan connection ω on F2M restricts to P2 as the sl(2,R)-valued 1-form
whose local expression (see (D.2)) reads
ω−1 = θ
u = eux dx, ω0 = θ
u
u = e
x
ue
u
xx dx+ e
u
x de
x
u, ω1 = ω
u
uu .(D.7)
In the natural gauge, a projective 2-frame field e2(x) = j2(f)(0) with f(u) =
x+g(u) is viewed as an element G2. Moreover it is well known that projective
transformations y = f(u) are solutions of the third order differential equation
y′′′ = 3
2
(y′′)2/y′. This induces a relation between the local coordinates of the
whole projective frame j3(f)(0) = (e
x
u, e
x
uu, e
x
uuu) ∈ G3, where the third
order jet has the unique form
exuuu =
3
2
(exuu)
2 eux. (D.8)
The relationship (D.8) gives rise to the unique lift ℓ(e2) of the projective
2-frames into G3 dictated by the projective structure itself on RP
1.
By restricting the local expression (D.5) to the projective case, and taking
into account the expressions (D.1), (D.7) and (D.8) the components (D.6) of
the Cartan connection 1-form on P2 read :
Γx = dx ,
Γxx = 0 , (D.9)
Γxxx = e
u
xω
u
uu + d (e
u
xxe
x
u)−
1
2
(euxxe
x
u)
2 dx ,
where the special combination χx := e
u
xxe
x
u occurs in a Miura like expression
[53]. Under a change of local coordinates x 7→ x′ onM , the frame coordinates
transform as
exu → e
x′
u =
dx′
dx
exu, e
x
uu → e
x′
uu =
dx′
dx
exuu +
d2x′
dx2
(exu)
2
while for the inverse
eux′ =
dx
dx′
eux, e
u
x′x′ =
(
dx
dx′
)2
euxx −
(
dx
dx′
)3
d2x′
dx2
eux.
It can be checked, on the one hand, that χx behaves as an affine connection,
and, on the other hand, that the third component Γxxx behaves as a projective
connection, namely
Γxxx −
dx′
dx
Γx
′
x′x′ =
(
d3x′
dx3
/
dx′
dx
−
3
2
(
d2x′
dx2
/
dx′
dx
)2)
dx , (D.10)
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where the right hand side is recognized as the Schwarzian derivative.
So, locally on P2 the connection Γ as a sl(2,R)-valued 1-form is parametrized
as
Γ =
(
0 dx
1
2
Γxxx 0
)
. (D.11)
Given a projective 2-frame field e2(x), let us denote the local representative
of the Cartan connection onM by e∗2ω = (θ
u
,x+θ
u
u,x+ω
u
uu,x)dx. Thus (D.11)
is pulled-back to M as(
0 1
1
2
Γxxx,x(x) 0
)
dx , with Γxxx,x(x) = e
u
xω
u
uu,x + ∂xχx −
1
2
(χx)
2 .(D.12)
Hence, the local expression of the Cartan connection ω on the projective 2-
frame bundle gives rise directly to a ‘Polyakov soldering ’ procedure but in
an appropriate geometrical framework.
D.5 The BRS-structure
Let us now turn to the infinitesimal gauge aspect related to the SL(2,R)
Yang-Mills counterpart of the Cartan connection. The infinitesimal SL(2,R)-
gauge transformations can be recast in the more powerful and elegant BRS
(graded) differential algebra [35, 54] by turning the gauge parameters to
Faddeev-Popov ghost fields γ.
The infinitesimal gauge transformation is usually written in terms of a
nilpotent s-operation as
sω = −dγ − [ω, γ], sγ = −1
2
[γ, γ], s2 = 0, (D.13)
where the graded bracket is understood with respect to the de Rham de-
gree and the ghost number (or BRS grading). The Lie algebra content of
the graded bracket is given by algebraic bracket (D.3). With respect to the
bigrading, one has the nilpotency properties (d+ s)2 = 0, namely d2 = s2 =
ds + sd = 0. Recall that the nilpotent algebra (D.13) can be compactly en-
capsulated into one formula only, the so-called Russian formula for the field
strength (the curvature)
dω +
1
2
[ω, ω] = (d+ s)(ω + γ) +
1
2
[ω + γ, ω + γ], (D.14)
where ω + γ acquires the status of algebraic connection [38].
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Let us introduce now the projective parametrization [8] as the redefinition
10
Γ + c = Ad(ℓ(e2))(ω + γ) + e2 · (d+ s)e
−1
2 , (D.15)
where the ghost field is redefined by c = Ad(ℓ(e2))γ + e2 · se
−1
2 . It can be
checked that
sΓ = −dc− [Γ, c], sc = −
1
2
[c, c].
Recalling that the local representative e∗2ω of the Cartan connection is a
(sl−1 ⊕ sl0 ⊕ sl1)-valued 1-form on M , an obvious sl(2,R)-ghost parameter
can be chosen to be
γ = (e∗2ω) (ξ) = ω(e2∗ξ)
where ξ = ξx∂x is the ghost vector field defined on M . More explicitly the
components of that particular gauge ghost read
γu = θu,xξ
x = euxξ
x, γuu = θ
u
u,xξ
x = (euxxe
x
u + e
u
x∂xe
x
u) ξ
x, γuuu = ω
u
uu,xξ
x.(D.16)
Then, performing the BRS transformations (D.13) on the components of the
Cartan connection, with respect to that particular ghost parametrization,
one gets
sθu,x = ∂xγ
u + θuu,xγ
u − γuuθ
u
,x = ∂x
(
θu,xξ
x
)
,
sθuu,x = ∂xγ
u
u + ω
u
uu,xγ
u − γuuuθ
u
,x = ∂x
(
θuu,xξ
x
)
, (D.17)
sωuuu,x = ∂xγ
u
uu + ω
u
uu,xγ
u
u − γ
u
uuθ
u
u,x = ∂x
(
ωuuu,xξ
x
)
;
these variations can be compactly gathered as sω = −d(ω(ξ)) = (iξd− diξ) =:
Lξω, which is nothing but the Lie derivative
11 expressing the action of dif-
feomorphisms on the Cartan connection 1-form.
Using the local expressions (D.7) of θu and θuu, the variations (D.17) infer
the lift of the diffeomorphisms on 2-frame fields as BRS transformations given
by
seux = sθ
u
,x = ∂x (e
u
xξ
x)
seuxx = e
u
x sθ
u
u,x + e
x
ue
u
xx se
u
x + e
x
u∂xe
u
xse
u
x − (e
u
x)
2 ∂x (se
x
u)(D.18)
= ∂xe
u
xxξ
x + 2euxx∂xξ
x + eux∂
2
xξ
x
10Limiting ourselves to 1-frames Ad(ℓ(e1))(ω+γ)+e1 ·(d+s)e
−1
1
where ℓ(e1) = (e
µ
a, 0) ∈
G2 exactly yields the conformal parametrization given in [8].
11Remind that ξ carries a ghost degree and that here M is one dimensional.
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Accordingly, in each sector of the graded algebra sl−1 ⊕ sl0 ⊕ sl1 we are
respectively left with the following ghosts
cx = exuγ
u = ξx,
cxx = e
x
uue
u
xγ
u + γuu + e
x
use
u
x = ∂xξ
x (D.19)
cxxx =
1
2
(euxx)
2 (exu)
3 γu + exuu (e
u
x)
2 γuu + γ
u
uue
u
x + 2e
x
uue
u
xse
u
x + e
x
use
u
xx
= ∂2ξx +
(
∂xχx −
1
2
(χx)
2 + euxω
u
uu,x
)
ξx = ∂2xξ
x + Γxxx,xξ
x ,
which are exactly the ghost version of the gauge parameters found by Polyakov
in [9]. With the help of (D.18) the BRS transformations on the connection
form Γ (D.9) are computed to be
sΓx,x = 0, sΓ
x
x,x = 0, sΓ
x
xx,x = ∂
3
xξ
x + ξx∂xΓ
x
xx,x + 2∂xξ
xΓxxx,x.(D.20)
These variations derive from the geometry, while the first two were imposed
in [9] as constraints in order to keep the gauge choice. The third variation
can be rewritten as,
sΓxxx,x = ∂
3
xc
x + cx∂xΓ
x
xx,x + 2∂xc
xΓxxx,x, (D.21)
where cx is the ghost vector field with scx = cx∂xc
x and s2 = 0.
As claimed in [9], this residual BRS algebra exactly reproduces the well
known Virasoro algebra action on the energy-momentum tensor suitably
identified with Γxxx,x.
D.6 Conclusions
Cartan geometry provides a proper framework which amounts to explain
both the ‘geometrical surprise’ expressed by Polyakov and the field depen-
dence of the constraint on the gauge parameters. As shown, on the one hand,
it turns out that the specific Polyakov partial gauge fixing is just the local
expression (D.9) of the Cartan connection for which the first two components
with respect to a graded Lie algebra are the solder 1-form on the second order
frame bundle, while the untouched third component of the Cartan connec-
tion acquires a geometrical status, namely that of a projective connection.
Recall that the latter shares exactly the same geometrical feature of the effec-
tive energy-momentum tensor in 2D-conformal chiral theory. The approach
has the advantage of shedding some light on the Polyakov soldering which is
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the main basis of the so-called W -gravity [8,48]. Incidentally, the framework
of Cartan geometry gives a significant improvement of some manipulations
performed in [8].
On the other hand, the relationship between a Cartan connection and
the usual (Ehresmann) connection on a principal bundle has allowed us to
gain some insight into the derivation of “diffeomorphisms out of gauge trans-
formations” given by Polyakov in [9]. This has been achieved by lifting the
diffeomorphisms from the base manifold to the second order frame bundle, see
(D.18). All geometrical manipulations were carried out in terms of projective
2-frame fields.
Furthermore, the use of Cartan connections has been somewhat put aside
in spite of a few attempts in the past [55] as well as the use of second order
frames [56]. However there is a revival interest in the use of the concept
of Cartan connections, especially in (conformal) gravity or in the study of
PDE’s, see for instance [10–12,40,41,57–60].
The Polyakov soldering provides another physical situation in which Car-
tan connections appear naturally. They allow to lift the action of diffeomor-
phisms to higher order differential structures which ought to be of interest
for physical models of gravitation. They offer also a proper differential geo-
metrical framework which allows a generalization of the Polyakov soldering
(D.6) to higher dimensions [20], for instance when third order frames can
be expressed in terms of the lower ones (this is the case for projective and
conformal structures [16]).
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